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Ðîçäië 1

Áàíàõîâi ïðîñòîðè

1.1 Ïðîñòîðè íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié
Íåõàé Ω - îáìåæåíà âiäêðèòà ìíîæèíà òî÷îê x = (x1, ... , xd) ç åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó

Rd. Íèæ÷å ìè áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ìåæà Γ îáëàñòi Ω íåïåðåðâíà çà Ëiïøèöåì; òàêå
ïðèïóùåííÿ, çîêðåìà, ãàðàíòó¹, ùî





ìàéæå ó âñiõ òî÷êàõ x = (x1, ... , xd)
ìåæi Γ îáëàñòi Ω
ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîáóäóâàòè
îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi

n = (n1, ... , nd), ni := cos(n, xi).

(1.1.1)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C(Ω) ïðîñòið íåïåðåðâíèõ äiéñíèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà îáëàñòi Ω.
ßêùî Ω̄ := Ω ∪ Γ - çàìèêàííÿ îáëàñòi Ω, òî ñèìâîë C(Ω̄) áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ

ïðîñòîðó äiéñíèõ íåïåðåðâíèõ (i, îòæå, îáìåæåíèõ) ôóíêöié, ÿêi âèçíà÷åíi íà çàìèêàííi
Ω̄. Òàêi ôóíêöi¨ v : Ω̄ → R ¹ íåïåðåðâíèìè íà Ω i íåïåðåðâíî ïðîäîâæóþòüñÿ äî Ω̄.

Ñèìâîëîì Ck(Ω) áóäåìî ïîçíà÷àòè ïðîñòið ôóíêöié v : Ω → R, ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè íà
îáëàñòi Ω ðàçîì iç ñâî¨ìè âñåìîæëèâèìè ÷àñòêîâèìè ïîõiäíèìè





Dαv := ∂ α1
1 ∂ α2

2 ... ∂ αd
d v

≡ ∂|α| v
∂xα1

1 ∂xα2
2 ... ∂xαd

d

,

|α| := α1 + ... + αd, αi ≥ 0,

(1.1.2)

äî k−ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî. Ïðîñòið Ck(Ω̄) ñêëàäà¹òüñÿ iç íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà Ω̄, ÷è¨
ïîõiäíi äî k−ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ¹ òàêîæ íåïåðåðâíèìè íà Ω̄, òîáòî

Ck(Ω̄) := {v : Ω̄ → R : Dαv ∈ C(Ω̄) ∀|α| ≤ k }.
ßêùî â öüîìó ïðîñòîði ââåñòè íîðìó çãiäíî ïðàâèëà

v ∈ Ck(Ω̄) → ‖v‖k,∞,Ω := max
|α|=k

sup
x∈Ω

|Dαv(x)|,

òî òàêèé ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið ôóíêöié áóäå ïîâíèì, òîáòî, áàíàõîâèì ïðîñòîðîì.
Íàðåøòi ðîçãëÿíåìî ïðîñòið C∞(Ω̄), ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ iç ôóíêöié ç íåïåðåðâíèìè ïî-

õiäíèìè âñiõ ïîðÿäêiâ â îáëàñòi Ω i ÿêi ìîæíà íåïåðåðâíî ïðîäîâæèòè íà Ω̄.
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1.2 Ïðîñòîðè Ëåáåãà

Iíøèì âàæëèâèè ïðèêëàäîì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ ¹ íèçêà ïðîñòîðiâ Ëåáåãà

Lp(Ω) :=

{
v : Ω → R :

∫

Ω

|v(x)|p dx < ∞
}

, 1 ≤ p < ∞,

(êëàñiâ) ôóíêöié, p−òi ñòåïåíi ÿêèõ iíòåãðîâàíi çà Ëåáåãîì. Íàäiëåíi íîðìàìè

‖v‖p,Ω :=

{ ∫

Ω

|v(x)|p dx

} 1
p

,

öi ïðîñòîðè ñòàþòü áàíàõîâèìè äëÿ êîæíîãî p ∈ [1,∞).
Äëÿ p = ∞ ïðîñòið

L∞(Ω) := {v : Ω → R : ess sup
x∈Ω

|v(x)| < ∞}

òàêîæ ¹ áàíàõîâèì âiäíîñíî íîðìè

‖v‖∞,Ω := ess sup
x∈Ω

|v(x)|.

Òåîðåìà 1.2.1. ïðî íåðiâíiñòü Ãüîëüäåðà
Íåõàé ÷èñëà p, q ∈ [1, +∞] ïîâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ

1

p
+

1

q
= 1 (1.2.3)

i ïðè öüîìó äëÿ âèïàäêó p = 1 ïðèéìåìî, ùî q = +∞ .
Òîäi ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

‖vw‖1,Ω ≤ ‖v‖p,Ω ‖w‖q,Ω ∀v ∈ Lp(Ω) ∀w ∈ Lq(Ω). (1.2.4)

Äîâåäåííÿ. äèâ., íàïðèêëàä Îñòóäií, Øèíêàðåíêî [???, ñ.26-29].

1.3 Ïðîñòið ôóíêöié ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè

Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ v : Ω → R ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó M òàêó, ùî

M := {x ∈ Ω : v(x) 6= 0}.

Çàìèêàííÿ ìíîæèíè M áóäåìî íàçèâàòè íîñi¹ì ôóíêöi¨ v i ïîçíà÷àòèìåìî

supp v := M̄ ≡ {x ∈ Ω : v(x) 6= 0}.

Äàëi ïðîñòið
D(Ω) := {v ∈ C∞(Ω̄) : supp v ⊂ Ω }

áóäåìî íàçèâàòè ïðîñòîðîì ôóíêöié ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè â Ω.
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1.4 Ïðîñòið ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ

Íåõàé B i C - áàíàõîâi ïðîñòîðè ç íîðìàìè ‖.‖B i ‖· ‖C âiäïîâiäíî. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
L(B, C) ìíîæèíó ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi âiäîáðàæàþòü B â C. Íàãàäà¹ìî, ùî
êîæåí îïåðàòîð A : B → C iç L(B, C) âîëîäi¹ òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:

(I) A(u + v) = Au + Av ∀ u, v ∈ B (àäèòèâíiñòü) ;

(II) A(αv) = αAv ∀α ∈ R ∀ v ∈ B (îäíîðiäíiñòü) ;

(III) çíàéäåòüñÿ ñòàëà M > 0 òàêà, ùî
‖Av‖C ≤ M‖v‖B ∀v ∈ B (îáìåæåíiñòü) .

(1.4.5)

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî ìíîæèíà L(B, C) ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, íàäiëÿþ÷è ÿêèé
íîðìîþ

‖A‖ := sup
06=v∈B

‖Av‖C
‖v‖B , (1.4.6)

ìè ðîáèìî éîãî áàíàõîâèì i ïðè öüîìó îáìåæåíiñòü éîãî åëåìåíòiâ ïðèâîäèòü äî íåðiâíîñòi

‖Av‖C ≤ ‖A‖‖v‖B ∀v ∈ B ∀A ∈ L(B, C). (1.4.7)

Ãîâîðÿòü, ùî îïåðàòîð A : B → C ¹ íåïåðåðâíèì íà åëåìåíòi v ∈ B òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi {vn} ⊂ B, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà v ∈ B, ïîñëiäîâíiñòü
îáðàçiâ {Avn} ⊂ C çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà Av ∈ C.

Âiäçíà÷èìî òóò, ùî äëÿ ïðîñòîðó L(B, C) ïîíÿòòÿ îáìåæåíîñòi ëiíiéíîãî îïåðàòî-
ðà åêâiâàëåíòíå ïîíÿòòþ éîãî íåïåðåðâíîñòi. Äiéñíî, ÿêùî vn → v â ïðîñòîði B, òî
âíàñëiäîê ëiíiéíîñòi òà îáìåæåíîñòi îïåðàòîðà A çíàõîäèìî îöiíêó

‖Avn − Av‖C = ‖A(vn − v)‖C ≤ ‖A‖‖vn − v‖B ∀v ∈ B,

ùî é çàñâiä÷ó¹ íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà A ∈ L(B, C). Äîâåäåííÿ çâîðîòíüîãî òâåðäæåííÿ
ìîæíà çíàéòè â Îñòóäiíà, Øèíêàðåíêà [???, ñ.45-47].

1.5 Ñïðÿæåíèé ïðîñòið
Áàíàõiâ ïðîñòið

B′ := L(B,R)

ïðèéíÿòî íàçèâàòè ñïðÿæåíèì (àáî äâî¨ñòèì) ïðîñòîðîì äî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó B. Ç
îãëÿäó íà âàæëèâiñòü öüîãî ïðîñòîðó îïåðàòîðiâ éîãî åëåìåíòè íîñÿòü ñïåöiàëüíó íàçâó
ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöiîíàëiâ. Ïðàâèëî äi¨ òà íîðìó êîæíîãî òàêîãî ôóíêöiîíàëó
l : B → R ïîçíà÷àòèìåìî òåæ ñïåöèôi÷íèì ÷èíîì

v ∈ B →< l, v >∈ R
òà

‖l‖∗ := sup
0 6=v∈B

| < l, v > |
‖v‖B , (1.5.8)

âiäïîâiäíî.
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Ç iíøîãî áîêó, áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ <· , ·>: B′×B → R iíîäi íàçèâàþòü âiäíîøåííÿì
äâî¨ñòîñòi àáî ïàðóâàííÿì ïðîñòîðiâ B òà ñïðÿæåíîãî äî íüîãî B′. Çîêðåìà, âiäíîøåííÿ
äâî¨ñòîñòi ¹ ïðèêëàäîì íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ, àðãóìåíòè ÿêîãî ¹ åëåìåíòàìè ðiçíèõ
ïðîñòîðiâ i ïðè öüîìó

| < l, v > | ≤ ‖l‖∗‖v‖B ∀l ∈ B′ ∀v ∈ B. (1.5.9)

1.6 Ïðîñòîðè óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç D′(Ω) ïðîñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ

v ∈ D(Ω) →< f, v >∈ R,

äå <· , ·>: D′(Ω) × D(Ω) → R âèçíà÷à¹ âiäíîøåííÿ äâî¨ñòîñòi ìiæ ïðîñòîðàìè D(Ω) òà
D′(Ω). Â öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî ôóíêöiîíàë f ∈ D′(Ω) îïèñó¹ óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ.

Íà ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié D′(Ω) ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíî¨ ïîõiäíî¨
∂ αf ïîðÿäêó α âiä ôóíêöi¨ f ∈ D′(Ω) çãiäíî ïðàâèëà

< ∂ αf, v >:= (−1)|α| < f, ∂ αv > ∀v ∈ D(Ω).

ßêùî ïðè öüîìó ôóíêöiÿ f äîïóñêà¹ äèôåðåíöiþâàííÿ â çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi, òî ¨¨
óçàãàëüíåíi ïîõiäíi ñïiâïàäàþòü iç êëàñè÷íèìè,

∂ αf ≡ D αv.

Ç îãëÿäó íà ñòðóêòóðó ïðîñòîðiâ Ëåáåãà ìîæíà ââåñòè íèçêó áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ óçà-
ãàëüíåíèõ ôóíêöié

Wm,p(Ω) :=
{
v : Ω → R : ∂ αv ∈ Lp(Ω) ∀ |α| ≤ m

}
, 1 ≤ p ≤ ∞, ∀m ∈ N

ç íîðìàìè

‖v‖W m,p(Ω) ≡ ‖v‖m,p,Ω :=

{ ∑

|α|≤m

‖∂ αv‖p
Lp(Ω)

} 1
p

∀ v ∈ Wm,p(Ω).

Ïðîñòîðè Wm,p(Ω) íàçèâàþòüñÿ ïðîñòîðàìè ôóíêöié Ñîáîë¹âà. Äëÿ ñïåöiàëüíîãî âèïàä-
êó p = 2 ïðîñòîðè Ñîáîë¹âà ñòàþòü ãiëüáåðòîâèìè ïðîñòîðàìè, äèâ. íèæ÷å ï. ????, i
âíàñëiäîê âàæëèâîñòi öi¹¨ âëàñòèâîñòi íîñÿòü îêðåìå ïîçíà÷åííÿ Hm(Ω), iíøèìè ñëîâàìè,

Hm(Ω) := Wm,2(Ω).

Ïðîñòîðè óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié Ñîáîë¹âà ñëóãóþòü íàðiæíèì êàìåíåì ó âàðiàöiéíèõ ôîð-
ìóëþâàííÿõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè òà ìåòîäiâ ¨õíüîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1.7 Àáñòðàêòíà çàäà÷à ïðî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Íèæ÷å ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè êëàñè÷íi çàäà÷i ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ÿêi iíêîëè çðó÷íî
ïîäàâàòè ó âèãëÿäi àáñòðàêòíîãî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ
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



çàäàíî áàíàõîâi ïðîñòîðè B òà C,
ëiíiéíèé îïåðàòîð A : B → C òà
äåÿêèé åëåìåíò f ∈ C;

çíàéòè u ∈ B òàêèé, ùî
Au = f.

(1.7.10)

1.7.1 Êîðåêòíî ïîñòàâëåíà çàäà÷à

Ìè áóäåìî ãîâîðèòè, ùî îïåðàòîðíà çàäà÷à (1.7.10) êîðåêòíî ïîñòàâëåíà òîäi i ëèøå
òîäi, ÿêùî ¨¨ îïåðàòîð ìà¹ îáìåæåíèé îáåðíåíèé A−1 ∈ L(C,B). Iíøèìè ñëîâàìè, êîðå-
êòíî ïîñòàâëåíà çàäà÷à (1.7.10) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ B, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî
ïðàâèëà

u = A−1f,

i ïðè öüîìó
‖u‖B ≤ ‖A−1‖‖f‖C. (1.7.11)

Îñòàííÿ îöiíêà (ïîðÿä iç îáìåæåíiñòþ çíàéäåíîãî ðîçâ'ÿçêó u ∈ B) âèðàæà¹ éîãî íåïå-
ðåðâíó çàëåæíiñòü âiä âèõiäíèõ äàíèõ çàäà÷i (1.7.10).

1.7.2 Êðèòåðié iñíóâàííÿ îáìåæåíîãî îáåðíåíîãî îïåðàòîðà

Ç îãëÿäó íà ïðiîðèòåòíó ðîëü â öüîìó êóðñi êîðåêòíî ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨
ôiçèêè, ôóíäàìåíòàëüíîãî çíà÷åííÿ íàáóâà¹

Òåîðåìà 1.7.1. Áàíàõà
ïðî îçíàêó îáìåæåíîãî îáåðíåíîãî îïåðàòîðà

Äëÿ òîãî, ùîá ëiíiéíèé îïåðàòîð A : B → C ìàâ îáìåæåíèé îáåðíåíèé A−1 : C → B,
íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá çíàéøëàñü α = const > 0 òàêà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

‖Av‖C ≥ α‖v‖B ∀v ∈ B. (1.7.12)

Äîâåäåííÿ. ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â Îñòóäiíà, Øèíêàðåíêà [???, ñ.105-107].

1.7.3 Çàäà÷à ïðî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ

Â òèõ âèïàäêàõ îïåðàòîðíèõ çàäà÷, êîëè óìîâè òåîðåìè Áàíàõà âàæêî ïåðåâiðèòè àáî
âîíè àïðiîði íå âèêîíóþòüñÿ, ÷àñòî âäàþòüñÿ äî çàìiíè (1.7.10) íàñòóïíîþ çàäà÷åþ ïðî
íàéêðàùå íàáëèæåííÿ





çàäàíî áàíàõîâi ïðîñòîðè B òà C,
ëiíiéíèé îïåðàòîð A : B → C òà
äåÿêèé åëåìåíò f ∈ C;

çíàéòè u ∈ B òàêèé, ùî
‖Au− f‖C ≤ ‖Av − f‖C ∀v ∈ B.

(1.7.13)
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Òàêà çàäà÷à çàâæäè ìà¹ ïðèíàéìi îäèí ðîçâ'ÿçîê u ∈ B, ÿêèé íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ðîçâ'ÿç-
êîì âèõiäíî¨ îïåðàòîðíî¨ çàäà÷i (1.7.10). Òèì íå ìåíøå òàêèé ïiäõiä iíòåíñèâíî åêñïëóà-
òó¹òüñÿ â êîíòåêñòi ìåòîäiâ îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè.

1.8 Äèñêðåòèçàöiÿ îïåðàòîðíèõ çàäà÷

Äàíèé êóðñ ïðèñâÿ÷åíèé ïîáóäîâi ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîðåêòíî ïîñòàâëå-
íèõ çàäà÷ (1.7.10). Îñòàííi çàñòîñîâóþòüñÿ ó âèïàäêàõ, êîëè íå âäà¹òüñÿ âiäøóêàòè (ÿâíî
àáî òî÷íî) îáåðíåíèé îïåðàòîð A−1 : C → B. Çãðóáøå êàæó÷è, îñíîâíà ìåòà ÷èñëîâèõ
ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè - çàïðîïîíóâàòè êîíñòðóêòèâíi ñïîñîáè ÿâíîãî àáî íåÿâíîãî
çíàõîäæåííÿ àïðîêñèìàöié îáåðíåíîãî îïåðàòîðà. Ïðè öüîìó çâè÷àéíî ïåðåäáà÷à¹òüñÿ,
ùî ïîáóäîâàíi àëãîðèòìè íåîáõiäíèõ îá÷èñëåíü åôåêòèâíî i íàäiéíî ðåàëiçóþòüñÿ çà äî-
ïîìîãîþ êîìï'þòåðíèõ ïðîãðàì.

1.8.1 Ñõåìà äèñêðåòèçàöi¨ îïåðàòîðíèõ çàäà÷

Áiëüø òî÷íî, ó ïåðåâàæíié áiëüøîñòi âèïàäêiâ çàãàëüíà ñõåìà àïðîêñèìàöi¨ çàäà÷i
(1.7.10) ïîëÿãà¹ ó ïîáóäîâi ïîñëiäîâíîñòi òàê çâàíèõ äèñêðåòíèõ çàäà÷





çàäàíî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöi¨ h = const > 0,
ñêií÷åííîâèìiðíi ïðîñòîðè àïðîêñèìàöié Bh òà Ch,
ëiíiéíèé îïåðàòîð Ah : Bh → Ch òà
äåÿêèé åëåìåíò fh ∈ Ch;

çíàéòè uh ∈ Bh òàêèé, ùî
Ahuh = fh,

(1.8.14)

çà óìîâè, ùî ïîñëiäîâíiñòü âèáðàíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöi¨ h ïðÿìó¹ äî íó-
ëÿ. Ïðè öüîìó ïåðåäáà÷à¹òüñÿ , ùî ïîñëiäîâíiñòü çíàéäåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ {uh} â ïåâíîìó
ñåíñi "çáiãà¹òüñÿ"äî ðîçâ'ÿçêó u çàäà÷i (1.7.10). Îñêiëüêè ïðîñòîðè àïðîêñèìàöié Bh òà Ch

âèáèðàþòüñÿ ñêií÷åííîâèìiðíèìè (à, îòæå, içîìîðôíèìè åâêëiäîâèì ïðîñòîðàì RN âiä-
ïîâiäíî¨ ðîçìiðíîñòi), ïðèðîäíî, ùî ðiâíÿííÿ çàäà÷i (1.8.14) ¹ íi÷èì iíøèì, ÿê ñèñòåìîþ
ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü. Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäîâà ðiâíÿíü äèñêðåòíî¨ çàäà÷i ïðèâîäè-
òüñÿ âðåøòi-ðåøò äî îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ìàòðèöü {Ah} òà âåêòîðiâ {fh} âiäïîâiäíî.
Ó çâ'ÿçêó ç öèì áóäü-ÿêèé ñïîñiá òðàíñôîðìóâàííÿ îïåðàòîðíî¨ çàäà÷i (1.7.10) äî ïîñëi-
äîâíîñòi àëãåáðè÷íèõ çàäà÷ (1.8.14) íàçèâàþòü ñõåìîþ äèñêðåòèçàöi¨ îïåðàòîðíî¨ çàäà÷i.

Çðîçóìiëî, ùî äèñêðåòèçàöiÿ îïåðàòîðíî¨ çàäà÷i ïåðåäáà÷à¹ ââåäåííÿ ëiíiéíèõ îïåðàòî-
ðiâ Ph : Bh → B, êîæåí ç ÿêèõ çíàéäåíîìó uh â Bh ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ¹äèíèé åëåìåíò
Phuh ∈ B. Ïðè öüîìó ìè áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü íàáëèæåíü {uh} çáiãà¹òüñÿ
äî ðîçâ'ÿçêó u, ÿêùî

eh := ‖u− Phuh‖B → 0 ðàçîì iç h → 0,

à âåëè÷èíó eh áóäåìî íàçèâàòè ïîõèáêîþ àïðîêñèìàöi¨ çàäà÷i (1.7.10). ßêùî íàì âäà¹òüñÿ
ïîêàçàòè,ùî iñíó¹ ñòàëà C > 0, çíà÷åííÿ ÿêî¨ íå çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöi¨ h,
òàêà, ùî

eh = Chp,
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òî ìè áóäåìî ïîñèëàòèñü íà ïîêàçíèê p ≥ 1 ÿê íà ïîêàçíèê øâèäêîñòi çáiæíîñòi ñõåìè
äèñêðåòèçàöi¨ îïåðàòîðíî¨ çàäà÷i.

Àíàëiç âëàñòèâîñòåé ïîõèáîê àïðîêñèìàöi¨ i ïîáóäîâà ¨õíiõ àïðiîðíèõ òà àïîñòåðiîðíèõ
îöiíîê,ÿê ìè ïîáà÷èìî äàëi, ¹ êëþ÷îâèìè òåìàìè öüîãî êóðñó ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ.

Âiäçíà÷èìî òóò, ùî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöi¨ h > 0 çàâæäè ïîâ'ÿçàíå iç ðîç-
ìiðíîñòÿìè N ïðîñòîðiâ àïðîêñèìàöié çàëåæíîñòÿìè

N = N(h) := dimBh ≡ dim Ch → +∞, ÿêùî h → 0.

Ç îãëÿäó íà ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, íàâåäåíèé íàðèñ ìîæëèâèõ ñõåì äèñêðåòè-
çàöi¨ ïåðåäáà÷à¹ âåëè÷åçíå ñïðîùåííÿ ïîøóêó íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ - âií çàâæäè çàâåð-
øó¹òüñÿ ôîðìóëþâàííÿì i ðîçâ'ÿçóâàííÿì ïðîáëåì ëiíiéíî¨ àëãåáðè, ìîæëèâî, âåëèêî¨,
àëå ñêií÷åííî¨ ðîçìiðíîñòi.

1.8.2 Àïðîêñèìàòèâíiñòü ñõåì äèñêðåòèçàöi¨

1.8.3 Ñòiéêiñòü ñõåì äèñêðåòèçàöi¨

1.8.4 Çáiæíiñòü ñõåì äèñêðåòèçàöi¨

1.9 Âèñíîâêè i çàêëþ÷íi çàóâàæåííÿ
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Ðîçäië 2

Ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè

2.1 Îði¹íòèðè

Äiéñíèé ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið H íàçèâàþòü åâêëiäîâèì, ÿêùî íà íüîìó âèçíà-
÷åíî äâîìiñíèé ôóíêöiîíàë (· , · ) : H×H → R ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:

(i) (v, v) ≥ 0 ∀v ∈ H;

(ii) (v, v) = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè = 0H;

(iii) (v, w) = (w, v) ∀v, w ∈ H;

(iv) (αu + βv, w) = α(u,w) + β(v, w) ∀u, v, w ∈ H ∀α, β ∈ R.

(2.1.1)

Öåé ôóíêöiîíàë (· , · ) : H×H → R íàçèâàþòü ñêàëÿðíèì äîáóòêîì íà ïðîñòîði H.

Òåîðåìà 2.1.1. ïðî ñòðóêòóðó åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
Áóäü-ÿêèé åâêëiäiâ ïðîñòið H õàðàêòåðèçó¹òüñÿ

(I) íåðiâíiñòþ Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî-Øâàðöà

|(v, w)|2 ≤ (v, v)(w, w) ∀v, w ∈ H. (2.1.2)

(II) íîðìîþ ‖ · ‖H : H → R, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì çãiäíî ïðàâèëà

‖v‖H := (v, v)
1
2 ∀v ∈ H. (2.1.3)

ßêùî åâêëiäiâ ïðîñòið H âèÿâëÿ¹òüñÿ ïîâíèì âiäíîñíî âèçíà÷åíî¨ â (2.1.3) íîðìè
‖ · ‖H : H → R, òî éîãî íàçèâàþòü ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì . Â òåðìiíàõ íîðìè íåðiâ-
íiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî-Øâàðöà (2.1.2) íàáóâà¹ âèãëÿäó

|(v, w)| ≤ ‖v‖H‖w‖H ∀v, w ∈ H. (2.1.4)

Îòæå, ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè ¹ ÷àñòêîâèì êëàñîì áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ, íîðìà â ÿêèõ àñî-
öiþ¹òüñÿ çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Âëàñíå öÿ îñíàùåíiñòü ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ïðèâîäèòü
äî âèçíà÷íèõ âëàñòèâîñòåé ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ, ÿêi ñòàþòü ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì
àíàëiçó òà çàñòîñóâàíü â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi.

15
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2.2 Ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié
Ç îãëÿäó íà øèðîêå êîëî ìîæëèâèõ çàñòîñóâàíü íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóí-

êöié, ïðîñòið Ck(Ω̄) ìîæíà íàäiëèòè ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(u, v)k :=

∫

Ω

∑

|α|≤k

DαuDαv dx ∀u, v ∈ Ck(Ω̄) (2.2.5)

òà àñîöiéîâàíîþ ç íèì íîðìîþ

‖v‖k,2,Ω :=
√

(v, v)k ∀v ∈ Ck(Ω̄). (2.2.6)

Ëiíiéíèé ïðîñòið Ck(Ω̄) ç íîðìîþ (2.2.6) íåïîâíèé; iíøèìè ñëîâàìè, â öüîìó ïðîñòîði
ìîæíà çíàéòè ôóíäàìåíòàëüíó ïîñëiäîâíiñòü{vn}∞n=1 òàêó, ùî

‖vn − vm‖k,2,Ω → 0 ðàçîì iç n, m →∞,

àëå ïîðÿä iç öèì â ïðîñòîði Ck(Ω̄) íå ìîæíà çíàéòè æîäíî¨ ôóíêöi¨ v = v(x) ç âëàñòèâiñòþ

‖vn − v‖k,2,Ω = {
∫

Ω

∑

|α|≤k

[Dα(vn − v)]2 dx} 1
2 → 0 ðàçîì iç n →∞. (2.2.7)

Ïðè÷èíîþ íåïîâíîòè ïðîñòîðó Ck(Ω̄) âiäíîñíî íîðìè (2.2.6) ¹ òà îáñòàâèíà, ùî ií-
òåãðàëè â (2.2.7) áóäóòü iñíóâàòè i äëÿ ôóíêöié v = v(x), ïîõiäíi ÿêèõ äî k−ãî ïîðÿäêó
âêëþ÷íî íå îáîâ'ÿçêîâî ïîâèííi áóòè íåïåðåðâíèìè, - äîñèòü, ùîá öi ïîõiäíi áóëè ôóíêöiÿ-
ìè, ÿêi iíòåãðóþòüñÿ ç êâàäðàòîì íà îáëàñòi Ω ðàçîì iç ñâî¨ìè âñåìîæëèâèìè ÷àñòêîâèìè
ïîõiäíèìè äî k−ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî.Òàêèì ÷èíîì, â ïiäiíòåãðàëüíèõ âèðàçàõ ç (2.2.6)
ïîòðiáíî çàìiíèòè êëàñè÷íi ïîõiäíi Dα óçàãàëüíåíèìè ∂α.

Òåïåð, ùîá çðîáèòè ïðîñòið Ck(Ω̄) ïîâíèì âiäíîñíî íîðìè (2.2.6), äîñòàòíüî çíàéòè
éîãî çàìèêàííÿ â öié íîðìi: ïðè¹äíàòè äî íüîãî ãðàíèöi âñiõ éîãî ôóíäàìåíòàëüíèõ ïî-
ñëiäîâíîñòåé. Òàêèì ÷èíîì ïîáóäîâàíèé áàíàõiâ ïðîñòið

Hk(Ω) := {v :→ R : ∂α v ∈ L2(Ω) ∀|α| ≤ k } (2.2.8)

íàçèâàþòü ïðîñòîðîì Ñîáîë¹âà k−ãî ïîðÿäêó, à ñàìó ïðîöåäóðó çàìèêàííÿ ïîçíà÷àþòü
òàê

Ck(Ω)
Hk(Ω)

.

Îñêiëüêè ïðîñòið Ñîáîë¹âà Hk(Ω) ùå é íàäiëåíî ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (2.2.5), ÿêèé ïîðî-
äæó¹ íîðìó (2.2.6),òî âií ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì.

Ëåììà 2.2.1. ïðî ùiëüíi ïiäïðîñòîðè â Hk(Ω)
ßêùî îáëàñòü Ω ìà¹ ëiïøèöåâó ìåæó Γ, òî ïðîñòið íåñêií÷åííå ÷èñëî ðàçiâ äèôå-

ðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié C∞(Ω̄) ¹ ùiëüíèì â ïðîñòîði Ñîáîë¹âà Hk(Ω).

Âíàñëiäîê öüîãî òâåðäæåííÿ òà íàëåæíîñòåé

C∞(Ω̄) ⊂ Ck(Ω̄) ⊂ Hk(Ω)

ïðîñòîðè Cm(Ω̄),m ≥ k, áóäóòü ùiëüíèìè ïiäïðîñòîðàìè â Hk(Ω).
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2.3 Îá÷èñëþâàëüíi àñïåêòè:
êðèòåðié ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi

Ïàðàäèãìà îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè ïîëÿãà¹ ó âèðiøåííi (â öåé ÷è iíøèé ñïîñiá)
ñâî¨õ íàéñêëàäíiøèõ ïðîáëåì âíóòði ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðiâ. Çà öèìè íàìiðàìè êðè-
¹òüñÿ ïîòåíöiàëüíà ìîæëèâiñòü âåëè÷åçíîãî ñïðîùåííÿ ïîøóêó íåîáõiäíèõ ôóíêöié: ÿê
òiëüêè çàôiêñîâàíî áàçèñ çãàäàíîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó àïðîêñèìàöié, òî íåâi-
äîìèìè ñòàþòü ëèøå ÷èñëîâi êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó çà öèì áàçèñîì. Îòæå,
â íàéñêëàäíiøèõ âèïàäêàõ ñëiä î÷iêóâàòè ðåäóêöi¨ âèõiäíî¨ çàäà÷i, ñêàæiìî, ìàòåìàòè-
÷íî¨ ôiçèêè äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî öèõ êîåôiöi¹íòiâ.1
Ïðèðîäíî, ùî ÿêiñòü çíàéäåíîãî íàáëèæåííÿ âðåøòi-ðåøò âèçíà÷à¹òüñÿ âëàñòèâîñòÿìè
âèáðàíîãî íàìè áàçèñó.

Áàçèñîì n−âèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó Vn, dimVn = n < +∞, ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó
íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü{φi}n

i=1 ⊂ Vn, åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè ìiæ
ñîáîþ. Åôåêòèâíi îá÷èñëþâàëüíi çàñîáè êîíòðîëþ ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi(àáî íåçàëåæíîñòi)
ñóêóïíîñòi åëåìåíòiâ â ëiíiéíèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ âiäñóòíi. Â ñòðóêòóði ãiëüáåðòîâèõ
ïðîñòîðiâ - ñèòóàöiÿ iíàêøà.

Òåîðåìà 2.3.1. ïðî êðèòåðié ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi
åëåìåíòiâ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó

Áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ {φi}n
i=1 ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H ¹ ëiíiéíî íåçà-

ëåæíîþ â öüîìó ïðîñòîði òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ìàòðèöÿ G ç êîåôiöi¹íòàìè

Gij := (φi, φj) i, j = 1, ... , n (2.3.9)

¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ.2

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî ìàòðèöÿ G íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ, ÿêùî




çíàéäåòüñÿ g = const > 0 òàêà, ùî
n∑

i,j=1

Gijξiξj ≥ g
n∑

i=1

ξ2
i ∀ξ = {ξi}n

i=1 ∈ Rn.
(2.3.10)

Ç îãëÿäó íà âèçíà÷åííÿ (2.3.9) îäåðæèìî, ùî
n∑

i,j=1

Gijξiξj =
n∑

i,j=1

(φi, φj)ξiξj

= (
n∑

i=1

ξiφi,
n∑

j=1

ξjφj)

= ‖
n∑

i=1

ξiφi‖2
H ∀ξ = {ξi}n

i=1 ∈ Rn.

(2.3.11)

1Áóäü-ÿêèé ïðîöåñ ïðèâåäåííÿ çàäà÷i ìàòåìàòè÷í¨ ôiçèêè äî àëãåáðè÷íèõ çàäà÷ ìè áóäåìî íàçèâàòè
äàëi äèñêðåòèçàöi¹þ âèõiäíî¨ çàäà÷i, à îäåðæàíi ïðè öüîìó àëãåáðè÷íi ðiâíÿííÿ - äèñêðåòíèìè ðiâíÿí-
íÿìè. Äàëi ìè ïîáà÷èìî, ùî ïðèìiòèâiçì òàêèõ äèñêðåòíèõ ìîäåëåé ôiçè÷íèõ ÿâèù ÷èñòî iëþçîðíèé - â
áàãàòüîõ âèïàäêàõ çà öèì êðè¹òüñÿ íåòðèâiàëüíà ìàòåìàòè÷íà i ôiçè÷íà ñóòíiñòü.

2Ìàòðèöÿ G, êîåôiöi¹íòè ÿêî¨ îá÷èñëþþòüñÿ çãiäíî ïðàâèëà (2.3.9), íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ Ãðàìà äëÿ
ïîñëiäîâíîñòi {φi}n

i=1 âiäíîñíî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ( · , · ) ïðîñòîðó H .
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Îñêiëüêè v :=
n∑

i=1

ξiφi ¹ åëåìåíòîì ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó Vn ⊂ H, dim Vn = n,

òî áóäü-ÿêi íîðìè íà íüîìó åêâiâàëåíòíi, íàïðèêëàä, íîðìi

‖x‖Rn := {
n∑

i=1

x2
i }

1
2 ∀x = {xi}n

i=1 ∈ Rn.

Íà äîäàòîê äî öüîãî âåêòîð êîåôiöi¹íòiâ ξ = {ξi}n
i=1 ∈ Rn îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçó¹ öåé

åëåìåíò v ∈ Vn; òîìó äiéñíî çíàéäåòüñÿ ñòàëà g0 > 0, òàêà, ùî

‖v‖H = ‖
n∑

i=1

ξiφi‖H ≥ g0‖ξ‖Rn = g0{
n∑

i=1

ξ2
i }

1
2 .

Îäåðæàíà îöiíêà ðàçîì iç (2.3.11) ïðèâîäèòü äî âèñíîâêó, ùî ìàòðèöÿ G äîäàòíî âèçíà-
÷åíà çi ñòàëîþ g := g2

0.

2.4 Ñòðóêòóðà ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó
2.4.1 Òåîðåìà Ðiññà

Ïîäàíèé íèæ÷å ðåçóëüòàò ïîêàçó¹, ùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó äî-
çâîëÿ¹ ïîâíiñòþ îïèñàòè ïðèðîäó ñïðÿæåíîãî äî íüîãî ïðîñòîðó òà âiäíîøåííÿ ¨õ äâî¨ñòî-
ñòi.

Òåîðåìà 2.4.1. Ðiññà
ïðî ñòðóêòóðó ëiíiéíîãî îáìåæåíîãî ôóíêöiîíàëó,
âèçíà÷åíîãî íà ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Äëÿ áóäü-ÿêîãî ôóíêöiîíàëó l ∈ H′ çíàéäåòüñÿ ¹äèíèé åëåìåíò u ∈ H òàêèé, ùî

< l, v >= (u, v) ∀v ∈ H, (2.4.12)

i ïðè öüîìó
‖l‖∗ = ‖u‖H. (2.4.13)

Äîâåäåííÿ. ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â Îñòóäiíà, Øèíêàðåíêà[???, ñ.116-118].

Òåîðåìà Ðiññà ñòâåðäæó¹, çîêðåìà, ïðî âiäïîâiäíiñòü ìiæ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì H
òà ñïðÿæåíèì äî íüãî H′, ÿêó ìîæíà îïèñàòè ïåâíèì îïåðàòîðîì R : H′ → H, ùî äi¹
çãiäíî ïðàâèëà

u := Rl

äëÿ êîæíî¨ ïàðè {l, u} ∈ H′ ×H, ïîâ'ÿçàíî¨ ðiâíiñòþ (2.4.12). Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî
òàêèì ÷èíîì âèçíà÷åíèé îïåðàòîð R ∈ L(H′,H), ái¹êòèâíèé i ìà¹ íîðìó

‖R‖ = 1,

ùî ãîâîðèòü ïðî içîìåòðè÷íèé içîìîðôiçì ïàðè ïðîñòîðiâ H òà H′.
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2.4.2 Ïåðøèé ïðèêëàä çàäà÷i ïðî âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ

Ç îãëÿäó íà çãàäàíèé âèùå içîìîðôiçì ïðîñòið ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöiîíàëiâH′,ïðè
áàæàííi, çàâæäè ìîæíà îòîòæíèòè ç ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì H. Äëÿ öüîãî äîñòàòíî
ðîçâ'ÿçàòè íàñòóïíó çàäà÷ó:





çàäàíî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H òà
äåÿêèé ôóíêöiîíàë l ∈ H′;

çíàéòè u ∈ H òàêèé, ùî
(u, v) =< l, v > ∀v ∈ H.

(2.4.14)

Âiäçíà÷èìî, ùî ñòîñîâíî ùîéíî ñôîðìóëüîâàíî¨ çàäà÷i (2.4.12) òåîðåìà Ðiññà âèñòó-
ïà¹ êëàñè÷íîþ òåîðåìîþ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó, ÿêèé íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä
äàíèõ çàäà÷i. Iíøèìè ñëîâàìè, òåîðåìà Ðiññà âñòàíîâëþ¹, ùî çàäà÷à (2.4.12) êîðåêòíî
ïîñòàâëåíà. Ïîðÿä ç öèì íi ñàìà òåîðåìà, íi ¨¨ äîâåäåííÿ íå ïîäà¹ æîäíîãî íàòÿêó íà
ñïîñiá ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ.

Çàóâàæåííÿ 2.4.1. Çàäà÷à (2.4.12) âiäíîñèòüñÿ äî êëàñó òàê çâàíèõ âàðiàöiéíèõ çà-
äà÷, ÿêi äàëi áóäóòü îñíîâíèì îá'¹êòîì àíàëiçó öüîãî êóðñó ñòîñîâíî êîðåêòíîñòi ¨õíiõ
ôîðìóëþâàíü i ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

2.5 Êëàñè÷íi âàðiàöiéíi çàäà÷i

Âàðiàöiéíi ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ìîæóòü íàáóâàòè ðiçíîìàíiòíî-
ãî âèãëÿäó. Íèæ÷å ìè íàâîäèìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ åêâiâàëåíòíèõ ôîðìóëþâàíü îäíi¹¨
çàäà÷i àïðîêñèìàöi¨ â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði i ïîêàçó¹ìî, ùî íàÿâíiñòü ñêàëÿðíîãî äîáó-
òêó äîçâîëÿ¹ äàòè âè÷åðïíi âiäïîâiäi íà ïèòàííÿ ñòîñîâíî ¨õíüî¨ ðîçâ'ÿçóâàíîñòi.

2.5.1 Çàäà÷à ïðî ïðî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ

Íàî÷íå óÿâëåííÿ ïðî íàéáiëüø õàðàêòåðíi îñîáëèâîñòi öüîãî êëàñó çàäà÷ ïîäà¹ çàäà÷à
ïðî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ:





çàäàíî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H,
çàìêíåíèé ïiäïðîñòið V ⊂ H òà
äåÿêèé åëåìåíò u∗ ∈ H;

çíàéòè u ∈ V òàêèé, ùî
‖u∗ − u‖H ≤ ‖u∗ − v‖H ∀v ∈ V.

(2.5.15)

Ç òî÷êè çîðó ãåîìåòði¨ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ çàäà÷à (2.5.15) ìà¹ íà ìåòi âiäíàéòè ñåðåä
åëåìåíòiâ ìíîæèíè V òàêèé, ùî çìîæå ìiíiìiçóâàòè âiääàëü ìiæ çàäàíèì åëåìåíòîì
u∗ ç ïðîñòîðó H òà éîãî ìíîæèíîþ V . Áiëüø òî÷íî, ïîòðiáíî

{ çíàéòè u ∈ V òàêèé, ùî
‖u∗ − u‖H = dist (u∗, V ) := inf

v∈V
‖u∗ − v‖H.

(2.5.16)
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Âiäïîâiäü íà çàïèòàííÿ ñòîñîâíî îäíîçíà÷íî¨ ðîçâ'ÿçóâàíîñòi çàäà÷i ïðî íàéêðàùå íà-
áëèæåííÿ (2.5.15) íàäà¹ íàñòóïíà

Òåîðåìà 2.5.1. (îñíîâíà òåîðåìà ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ)
Íåõàé V - çàìêíåíà îïóêëà ìíîæèíà 3 ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H i u∗ - çàäàíèé åëå-

ìåíò â ïðîñòîði H.
Òîäi çíàéäåòüñÿ ¹äèíèé åëåìåíò u ∈ V òàêèé, ùî

‖u∗ − u‖H = inf
v∈V

‖u∗ − v‖H. (2.5.17)

Äîâåäåííÿ. ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â Îñòóäiíà, Øèíêàðåíêà[???, ñ.105-107].

Çàóâàæåííÿ 2.5.1. Îñêiëüêè êîæåí ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið V ⊂ H ¹ çàìêíåíèì,
òî, ç îãëÿäó íà òiëüêè ùî ñôîðìóëüîâàíó òåîðåìó, çàäà÷à ïðî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ
(2.5.15) çàâæäè âîëîäi¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì u ∈ V , ÿêùî

dim V < +∞.

Âiäçíà÷èìî, ùî íà öåé ìîìåíò ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i (2.5.15) íiÿê íå âðàõîâó¹ ñòðó-
êòóðè ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H.

2.5.2 Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó

Ç iíøî¨ ñòîðîíè, çãàäóþ÷è, ùî íîðìà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîðiH ïîðîäæåíà ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì,ìà¹ìî

‖u∗ − v‖2
H = (u∗ − v, u∗ − v)

= (u∗, u∗) + (v, v)− 2(u∗, v)

= ‖u∗‖2
H + J(v) ∀v ∈ V,

(2.5.18)

äå J(· ) : V → R ¹ êâàäðàòè÷íèì ôóíêöiîíàëîì âèãëÿäó

J(v) := (v, v)− 2(u∗, v) ∀v ∈ V. (2.5.19)

Â öüîìó êîíòåêñòi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ (2.5.15) îäíî÷àñíî ¹ é
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó





çàäàíî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H,
ëiíiéíèé ïiäïðîñòið V ⊂ H òà
äåÿêèé åëåìåíò u∗ ∈ H;

çíàéòè u ∈ V òàêèé, ùî
J(u) ≤ J(v) ∀v ∈ V.

(2.5.20)

3Ìíîæèíà V ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

αu + (1− α)v ∈ V ∀u, v ∈ V ∀α ∈ [0, 1].
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2.5.3 Çàäà÷à ïðî âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ

Ïðèïóñòèìî òåïåð,ùî åëåìåíò u ∈ V ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ (2.5.20); òîäi áóäå
âiðíîþ íåðiâíiñòü

J(u) ≤ J(u + εv) = (u + εv, u + εv)− 2(u∗, u + εv)

= J(u) + ε2‖v‖2
H

+ 2ε(u− u∗, v) ∀v ∈ V ∀ε ∈ R.

(2.5.21)

Çâiäñè, îñêiëüêè u ∈ V ¹ òî÷êîþ ìiíiìóìà ôóíêöiîíàëà J(v), òî íåñêëàäíà àëãåáðà
ïðèâîäèòü äî ðiâíÿííÿ

0 = lim
ε→0

J(u + εv)− J(u)

2ε
= (u− u∗, v) ∀v ∈ V. (2.5.22)

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ðîçâ'ÿçîê u ∈ V çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ (2.5.20)
îäíî÷àñíî ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ïðî âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ





çàäàíî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H,
ëiíiéíèé ïiäïðîñòið V ⊂ H òà
äåÿêèé åëåìåíò u∗ ∈ H;

çíàéòè u ∈ V òàêèé, ùî
(u, v) = (u∗, v) ∀v ∈ V.

(2.5.23)

2.5.4 Îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ
Íàðåøòi, îñòàòî÷íó õàðàêòåðèñòèêó çàäà÷i ïðî âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ (2.5.23) íàäà¹

Òåîðåìà 2.5.2. ïðî îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ
Íåõàé çàäàíî äåÿêèé åëåìåíò u∗ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H òà éîãî çàìêíåíèé ïiä-

ïðîñòið V ⊂ H.
Òîäi çíàéäåòüñÿ ¹äèíèé åëåìåíò u ∈ V òàêèé, ùî

(u∗ − u, v) = 0 ∀v ∈ V, (2.5.24)
i ïðè öüîìó âiðíà òåîðåìà Ïiôàãîðà

‖u∗‖2
H = ‖u∗ − u‖2

H + ‖u‖2
H. (2.5.25)

Äîâåäåííÿ. ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â Îñòóäiíà, Øèíêàðåíêà[???, ñ.111-112].

2.6 Çàäà÷à ïðî âàðiàöiéíó íåðiâíiñòü





çàäàíî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H,
çàìêíåíó îïóêëó ìíîæèíà V ⊂ H òà
äåÿêèé åëåìåíò u∗ ∈ H;

çíàéòè u ∈ V òàêèé, ùî
(u∗ − u, v − u) ≤ 0 ∀v ∈ V.

(2.6.26)
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Òåîðåìà 2.6.1. ïðî âàðiàöiéíó íåðiâíiñòü
Çàäà÷à ïðî âàðiàöiéíó íåðiâíiñòü (2.6.26) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ V ; áiëüøå öüîãî,

(I) ‖u∗ − u‖H = inf
v∈V

‖u∗ − v‖H; (2.6.27)

(II) ‖u∗ − u‖2
H − ‖u∗‖2

H = J(u) ≤ J(v) := (v, v)− 2(u∗, v) ∀v ∈ V. (2.6.28)

Äîâåäåííÿ. ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â Îñòóäiíà, Øèíêàðåíêà[???, ñ.105-107].

2.7 Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ íîðìè ëèøêó

Iíîäi çàäà÷ó ïðî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ ìîæíà çóñòðiòè â iíøié ðåäàêöi¨:




çàäàíî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H,
ëiíiéíèé îïåðàòîð A : H → H′ òà
äåÿêèé åëåìåíò f ∈ H′;

çíàéòè u ∈ H òàêèé, ùî
‖Au− f‖H′ ≤ ‖Av − f‖H′ ∀v ∈ V.

(2.7.29)

×àñòî òàêå ôîðìóëþâàííÿ íàâiÿíå íåîáõiäíiñòþ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïðî îïåðàòîðíå ðiâ-
íÿííÿ:





çàäàíî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H,
ëiíiéíèé îïåðàòîð A : H → H′ òà
äåÿêèé åëåìåíò f ∈ H′;

çíàéòè u ∈ H òàêèé, ùî
Au = f.

(2.7.30)

Çðîçóìiëî, ùî êîæåí ðîçâ'ÿçîê u ∈ H îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ ç (2.7.30) (ÿêùî âií iñíó¹!)
îäíî÷àñíî ¹ é ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.7.29). Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, âçàãàëi êàæó÷è, áóäå íå-
âiðíèì. Äiéñíî, çàäà÷à (2.7.30) ìîæå íå ìàòè æîäíîãî ðîçâ'ÿçêó, òî â öåé æå ÷àñ çàäà÷à
(2.7.30), ÿêó ñëiä ðîçãëÿäàòè ÿê çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ íîðìè ëèøêó

ρ(v) := f − Av

íà ñïðÿæåíîìó ïðîñòîði H ′, çàâæäè ìà¹ õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê u∗ ∈ H ç îãëÿäó íà ïîâíîòó
H ′. Ïðè öüîìó, âçàãàëi êàæó÷è,

‖ρ(u∗)‖H′ 6= 0.

Íåçâàæàþ÷è íà ïðèâàáëèâiñòü iäå¨ çàìiíè ðîçâ'ÿçóâàííÿ îïåðàòîðíî¨ çàäà÷i (2.7.30) çà-
äà÷åþ ìiíiìiçàöi¨ ëèøêó (2.7.29), ëèøå íåùîäàâíî â êîíòåêñòi ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ
áóëî äîñÿãíóòî óñïiõiâ ñòîñîâíî ¨¨ åôåêòèâíî¨ ðåàëiçàöi¨.
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2.8 Âèñíîâêè i çàêëþ÷íi çàóâàæåííÿ

2.9 Ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè
Êëàñè÷íà ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

∫
Ω

v
∂w

∂xj

dx = − ∫
Ω

w
∂u

∂xj

dx +
∫
Γ

vwnj dγ ∀ v, w ∈ H1(Ω) (2.9.31)

¹ ñòàíäàðòíèì i íåçàìiííèì iíñòðóìåíòîì ïåðåôîðìóëþâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ó âiäïîâiäíi
¨ì âàðiàöiéíi çàäà÷i. Òóò ìè íàâåäåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ òàêîãî âèêîðèñòàííÿ.

(!) ∫
Ω

v∆w dx ≡ ∫
Ω

v∇.∇w dx

= − ∫
Ω

∇v.∇w dx +
∫
Γ

vn.∇w dγ ∀ v, w ∈ H1(Ω).
(2.9.32)

(!!) ∫
Ω

v∇. w dx

= − ∫
Ω

w.∇v dx +
∫
Γ

vn. w dγ ∀ v ∈ H1(Ω) ∀ w ∈ H(div, Ω).
(2.9.33)

Âïðàâà 2.9.1. Ïðèïóñòèìî, ùî îáëàñòü Ω ¹ îáìåæåíèì çàìêíåíèì ïîëiãîíîì â R2 ç
âåðøèíàìè (xi, yi), i = 1, ... , N, i ïðèéìåìî, ùî xN+1 := x1, yN+1 := y1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè (2.9.33), ïîêàæiòü, ùî

|Ω| := ∫
Ω

dx dy

= 1
2

N∑
i=1

(xi+1 + xi)(yi+1 − yi).
(2.9.34)
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Ðîçäië 3

Îïåðàòîðè â ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ

3.1 Áiëiíiéíi ôîðìè
Âiäîáðàæåííÿ a(· , · ) : V × V → R íàçèâàþòü áiëiíiéíîþ ôîðìîþ íà ãiëüáåðòîâî-

ìó ïðîñòîði V òîäi i ëèøå òîäi, ÿêùî âîíà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ âëàñòèâîñòÿìè ëiíiéíîñòi
ñòîñîâíî êîæíîãî iç ñâî¨õ àðãóìåíòiâ





a(
∑
i

αiui, v) =
∑
i

αia(ui, v),

a(v,
∑
i

αiui) =
∑
i

αia(v, ui) ∀α ∈ R ∀ui, v ∈ V.
(3.1.1)

Áiëiíiéíó ôîðìó a(· , · ) : V × V → R áóäåìî íàçèâàòè
(I) ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî (¨¨ çíà÷åííÿ íå çàëåæèòü âiä ïåðåñòàâëåííÿ çíà÷åíü àðãóìåíòiâ)

a(v, w) = a(w, v) ∀ui, v ∈ V ;

(II) êîñîñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî (çìiíà ìiñöü àðãóìåíòiâ çìiíþ¹ çíàê ôîðìè íà ïðîòèëåæíèé)

a(v, w) = −a(w, v) ∀ui, v ∈ V.

Áiëiíiéíà ôîðìà a(· , · ) : V × V → R íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ íà ãiëüáåðòîâîìó ïðî-
ñòîði V , ÿêùî çíàéäåòüñÿ òàêà äîäàòíà ñòàëà M , ùî

|a(v, w)| ≤ M‖v‖V ‖w‖V ∀v, w ∈ V, (3.1.2)

i ïðè öüîìó
‖a‖ := sup

v,w∈V

|a(v, w)|
‖v‖V ‖w‖V

(3.1.3)

íàçèâàòèìåìî íîðìîþ áiëiíiéíî¨ ôîðìè a(· , · ).
Áiëiíiéíà ôîðìà a(· , · ) : V × V → R íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ íà ãiëüáåðòîâîìó ïðî-

ñòîði V òîäi i ëèøå òîäi, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ v, w ∈ V òà áóäü-ÿêèõ ïîñëiäîâíîñòåé
{vn}, {wm} ⊂ V òàêèõ, ùî

vn → v, wm → w,

áóäóòü çáiæíèìè ÷èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi
{

a(vn, u) → a(v, u),

a(u,wm) → a(u,wm) ∀u ∈ V.
(3.1.4)

25
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ßê i óâèïàäêó ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, íåîáõiäíîþ i äîñòàòíîþ óìîâîþ íåïåðåðâíîñòi áiëiíié-
íî¨ ôîðìè íà ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ¹ ¨¨ îáìåæåíiñòü. Öåé ôàêò ïðèâîäèòü äî äóìêè, ùî
âëàñòèâîñòi áiëiíiéíèõ ôîðì áëèçüêi äî âëàñòèâîñòåé ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ. Áiëüø òî÷íî,
âiðíà

Òåîðåìà 3.1.1. ïðî ñòðóêòóðó îáìåæåíî¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè

Íåõàé V - ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (· , · ) i L(V, V ′) - ïðîñòið ëiíié-
íèõ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi âiäîáðàæàþòü V íà ñïðÿæåíèé äî íüîãî ïðîñòið V ′.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáìåæåíî¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè a(· , · ) : V × V → R çíàéäåòüñÿ ¹äèíèé
îïåðàòîð A ∈ L(V, V ′) òàêèé, ùî

a(v, w) = (Av, w) ∀v, w ∈ V. (3.1.5)

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî åëåìåíò v ∈ V i ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ a(v, · ) : V → R. Ââåäå-
ííÿì ïîçíà÷åííÿ

< l, w >:= a(v, w) ∀w ∈ V

ìè âèçíà÷à¹ìî ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë íà ïðîñòîði V . Äiéñíî, ëiíiéíiñòü ôóí-
êöiîíàëó l î÷åâèäíà. Îöiíêà

| < l, w > | = |a(v, w)| ≤ ‖a‖‖v‖V ‖w‖V ∀w ∈ V

ïðèâîäèòü äî âèñíîâêó, ùî
‖l‖∗ ≤ ‖a‖‖v‖V ,

òîáòî l ∈ V ′.
Äàëi, çà òåîðåìîþ Ðiññà çíàéäåòüñÿ ¹äèíèé åëåìåíò z ∈ V òàêèé, ùî

< l, w >= (z, w) ∀w ∈ V

i, îòæå,
a(v, w) = (z, w) ∀w ∈ V.

Îñòàíí¹ iç öèõ ðiâíÿíü âèçíà÷à¹ ïåâíèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ åëåìåíòàìè v ∈ V i z ∈ V , ùî
îïèñó¹òüñÿ äåÿêèé îïåðàòîð A : V → V ′, ÿêèé äi¹ çãiäíî ïðàâèëà

z = Av ∀v ∈ V. (3.1.6)

Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî ùîéíî ââåäåíèé îïåðàòîð A ëiíiéíèé. Áiëüøå öüîãî,

|(Av,w)| = |a(v, w)| ≤ ‖a‖‖v‖V ‖w‖V ∀v, w ∈ V.

Ïîêëàäàþ÷è â çíàéäåíié îöiíöi w = Av , îá÷èñëþ¹ìî, ùî

‖Av‖V ≤ ‖a‖‖v‖V ∀v ∈ V.

Îòæå, âèíà÷åíèé íàìè â (3.1.6) îïåðàòîð A íåïåðåðâíèé i òîìó A ∈ L(V, V ′).
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3.2 V -åëiïòè÷íi áiëiíiéíi ôîðìè
Áiëiíiéíà ôîðìà a(· , · ) : V × V → R íàçèâà¹òüñÿ V -åëiïòè÷íîþ (àáî, â iíøié òåðìi-

íîëîãi¨, êîåðöèòèâíîþ íà ïðîñòîði V ) òîäi i ëèøå òîäi, ÿêùî çíàéäåòüñÿ äîäàòíà ñòàëà α
òàêà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

a(v, v) ≥ α‖v‖2
V ∀v ∈ V. (3.2.7)

Âàæëèâiñòü ùîéíî ââåäåíîãî ïîíÿòòÿ iëþñòðó¹ áåçïîñåðåäíié

Íàñëiäîê 3.2.1. ïðî åêâiâàëåíòíi íîðìè

Êîæíà ñèìåòðè÷íà íåïåðåðâíài V -åëiïòè÷íà áiëiíiéíà ôîðìà a(· , · ) : V × V → R ¹
íîâèì ñêàëÿðíèì äîáóòêîì íà ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði V , ÿêèé ïîðîäæó¹ íîðìó

|v|V :=
√

a(v, v) ∀v ∈ V,

åêâiâàëåíòíó âèõiäíié íîðìi ‖· ‖V ïðîñòîðó V ,
√

α ‖v‖V ≤ |v|V ≤
√
‖a‖ ‖v‖V ∀v ∈ V. (3.2.8)

Äîâåäåííÿ. Ïåðøà ïîëîâèíà òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî iç àêñiîì ñêàëÿðíîãî äî-
áóòêó.

Äàëi, ñêîðèñòà¹ìîñü V−åëiïòè÷íiñòþ òà íåïåðåðâíiñòþ áiëiíiéíî¨ ôîðìè. Â ðåçóëüòàòi
çíàéäåìî íåðiâíîñòi

α‖v‖2
V ≤ |v|2V = a(v, v) ≤ ‖a‖‖v‖2

V ∀v ∈ V,

ç ÿêèõ ñòà¹ î÷åâèäíîþ åêâiâàëåíòíiñòü ðîçãëÿäóâàíèõ òóò íîðì.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò õàðàêòåðèçó¹ V -åëiïòè÷íiñòü ôîðìè iç äåùî iíøîãî áîêó - ç òî÷êè
çîðó àñîöiéîâàíîãî ç íåþ îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 3.2.1. ïðî V -åëiïòè÷íó áiëiíiéíó ôîðìó

Íåõàé áiëiíiéíà ôîðìà a(· , · ) : V × V → R ¹ íåïåðåðâíîþ i V -åëiïòè÷íîþ òà A ∈
L(V, V ′) - àñîöiéîâàíèé ç íåþ îïåðàòîð, òîáòî

a(v, w) = (Av, w) ∀v, w ∈ V.

Òîäi îïåðàòîð A ìà¹ îáìåæåíèé îáåðíåíèé îïåðàòîð

A−1 ∈ L(V ′, V ).

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ïiäñòàâëÿþ÷è â (3.1.5) åëåìåíò w = v, íà îñíîâi V -åëiïòè÷íîñòi òà
íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî-Øâàðöà çíàõîäèìî, ùî

α‖v‖2
V ≤ a(v, v) = (Av, v) ≤ ‖Av‖V ‖v‖V .

Çâiäñè ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà ñïiëüíèé ìíîæíèê îäåðæèìî îöiíêó

α‖v‖V ≤ ‖Av‖V ∀v ∈ V,

ÿêà ñâiä÷èòü, ùî ìè çíàõîäèìîñü â óìîâàõ îçíàêè Áàíàõà ïðî iñíóâàííÿ îáìåæåíîãî îáåð-
íåíîãî îïåðàòîðà.
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3.3 Àáñòðàêòíà çàäà÷à ïðî âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ
Çàäà÷i ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ÷àñòî çóñòði÷àþòüñÿ ó âèãëÿäi âàðiàöiéíîãî ôîðìóëþâàííÿ





çàäàíî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið V,
áiëiíiéíó ôîðìó a(· , · ) : V × V → R òà
ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë l : V → R;

çíàéòè u ∈ V òàêèé, ùî
a(u, v) =< l, v > ∀v ∈ V.

(3.3.9)

Íàñòóïíà òåîðåìà ïîäà¹ äîñòàòíi óìîâè êîðåêòíîñòi âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (3.3.9).

Òåîðåìà 3.3.1. Ëàêñà-Ìiëüãðàìà-Âèøèêà
ïðî âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ

Íåõàé äàíi âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (3.3.9) çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi ãiïîòåçè:
(I) áiëiíiéíà ôîðìà a(· , · ) : V × V → R íåïåðåðâíà, iíøèìè ñëîâàìè, çíàéäåòüñÿ ñòàëà
M > 0 òàêà, ùî

|a(v, w)| ≤ M‖v‖V ‖w‖V ∀v, w ∈ V ; (3.3.10)
(II) áiëiíiéíà ôîðìà a(· , · ) : V ×V → R ¹ V -åëiïòè÷íîþ, òîáòî, çíàéäåòüñÿ ñòàëà α > 0
òàêà, ùî

|a(v, v)| ≥ α‖v‖2
V ∀v ∈ V ; (3.3.11)

(III) ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë l : V → R íåïåðåðâíèé , iíøèìè ñëîâàìè, l ∈ V ′.
Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ V ðiâíÿííÿ iç (3.3.9) i ïðè öüîìó

‖u‖V ≤ 1

α
‖l‖∗. (3.3.12)

Äîâåäåííÿ. Ç äîâåäåííÿì öüîãî âàæëèâîãî ðåçóëüòàòó ìîæíà îçíàéîìèòèñü ó âñiõ êóðñàõ,
ÿêi ïðèñâÿ÷åíi àíàëiçó âàðiàöiéíèõ çàäà÷, äèâ.,íàïðèêëàä, Øèíêàðåíêî[???].Éîãî îñíîâíà
iäåÿ - ïîêàçàòè, ùî âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ çàäà÷i (3.3.9) åêâiâàëåíòíå ïåâíîìó îïåðàòîðíîìó
ðiâíÿííþ, i âñòàíîâèòè îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçóâàíiñòü îñòàííüîãî.

(I) Ìè ðîçïî÷íåìî ç âèêîðèñòàííÿ òåîðåìè Ðiññà ïðî ñòðóêòóðó ôóêöiîíàëó l ÿê
åëåìåíòà ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó V ′; çãiäíî öi¹¨ òåîðåìè (äèâ. ) çíàéäåòüñÿ ¹äèíèé åëåìåíò
f ∈ V òàêèé, ùî

< l, w >= (f, w) ∀w ∈ V ;

Öÿ âiäïîâiäíiñòü âñòàíîâëþ¹ iñíóâàííÿ içîìåòðè÷íîãî içîìîðôiçìó R : V ′ → V , ÿêèé äi¹
çãiäíî ïðàâèëà

l ∈ V ′ → Rl := f ∈ V ∀l ∈ V ′.

Äàëi, ç îãëÿäó íà òåîðåìó ïðî íåïåðåðâíó áiëiíiéíó ôîðìó çíàéäåòüñÿ ëiíiéíèé îïåðàòîð
A : V → V òàêèé, ùî

a(v, w) = (Av,w) ∀v, w ∈ V. (3.3.13)
Iç âðàõóâàííÿì öèõ ôàêòiâ ðiâíÿííÿ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (3.3.9) íàáóäå âèãëÿäó

(Au,w) = (f, w) = (Rl, w) ∀w ∈ V (3.3.14)

àáî
(Au−Rl, w) = 0 ∀w ∈ V.
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Ç îãëÿäó íà îäåðæàíó óìîâó îðòîãîíàëüíîñòi åëåìåíòà (Au−Rl) ∈ V äî âñüîãî ïðîñòîðó
V , ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî êîæåí ðîçâ'ÿçîê u ∈ V âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (3.3.9) ¹ îäíî÷àñíî
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ïðî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ





çàäàíî îïåðàòîðè A ∈ L(V, V ), R ∈ L(V ′, V )
òà ôóíêöiîíàë l ∈ V ′;

çíàéòè u ∈ V òàêèé, ùî
Au = Rl.

(3.3.15)

(II) Ëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî çàäà÷à (3.3.15) êîðåêòíî ïîñòàâëåíà. Ç öi¹þ ìåòîþ âè-
çíà÷èìî îïåðàòîð Bρ : V → V òàêèì ÷èíîì, ùîá

v → Bρ(v) := v − ρ(Av −Rl) ∀v ∈ V (3.3.16)

ç ïàðàìåòðîì ρ = const > 0. Çíà÷åííÿ îñòàííüîãî âèáåðåìî òàê, ùîá îïåðàòîð Bρ : V → V
çäiéñíþâàâ ñòèñêàþ÷å âiäîáðàæåííÿ. Ñïðàâäi, îöiíêè

‖Bρ(v)−Bρ(w)‖2
V = ‖(v − w)− ρA(v − w)‖2

V

= ((v − w)− ρA(v − w), (v − w)− ρA(v − w))

= ‖v − w‖2
V − 2ρa(v − w, v − w) + ρ2‖A(v − w)‖2

V

≤ {1− 2ρα + ρ2M2}‖v − w‖2
V ∀v, w ∈ V

(3.3.17)

ïîêàçóþòü, ùî îïåðàòîð Bρ : V → V iç (3.3.16) ðåàëiçó¹ ñòèñêàþ÷å âiäîáðàæåííÿ â ïðîñòîði
V , ÿêùî âèáið çíà÷åíü ïàðàìåòðà ρ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

0 < ρ < αM−2. (3.3.18)

ßê òâåðäèòü òåîðåìà Áàíàõà ïðî ñòèñêàþ÷å âiäîáðàæåííÿ (äèâ. ), çà öi¹¨ óìîâè îïåðàòîð
Bρ : V → V ìà¹ ¹äèíó íåðóõîìó òî÷êó u òàêó, ùî

u = Bρ(u) = u− ρ(Au−Rl).

Ïiñëÿ î÷åâèäíèõ ñïðîùåíü çàóâàæèìî, ùî îäåðæàíå ðiâíÿííÿ åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ çà-
äà÷i (3.3.15) äëÿ âñiõ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü ρ.

(III) Íàðåøòi ïåðåêîíà¹ìîñü ó íàÿâíîñòi íåïåðåðâíî¨ çàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêó u âàðià-
öiéíî¨ çàäà÷i (3.3.9) âiä ¨¨ äàíèõ. Äiéñíî, ïiäñòàâëÿþ÷è v = u â ðiâíÿííÿ çàäà÷i (3.3.9),
ñêîðèñòà¹ìîñü V−åëiïòè÷íiñòþ ¨¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè òà íåïåðåðâíiñòþ ëiíiéíîãî ôóíêöiî-
íàëó. Â ðåçóëüòàòi çíàéäåìî íåðiâíîñòi

α‖u‖2
V ≤ a(u, u) =< l, u >≤ ‖l‖∗‖u‖V .

Ñêîðîòèâøè òåïåð ñïiëüíèé ìíîæíèê, ïðèõîäèìî äî îöiíêè (3.3.12).

3.4 Iòåðàöiéíi ìåòîäè äëÿ âàðiàöiéíèõ çàäà÷
Íàâåäåíèé âèùå ñïîñiá äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ç ïîñè-

ëàííÿì íà òåîðåìó Áàíàõà ïðî ñòèñêàþ÷å âiäîáðàæåííÿ âàæëèâèé ñâî¨ì êîíñòðóêòèâíèì
õàðàêòåðîì, îñêiëüêè âií íåãàéíî ïðèâîäèòü äî iòåðàöiéíî¨ ïðîöåäóðè

un+1 := Bρ(un), n = 0, 1 ... . (3.4.19)
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Íåçàëåæíî âiä âèáîðó çíà÷åííÿ ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ u0 ∈ V , ïîðîäæåíà íèì ïî-
ñëiäîâíiñòü íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ {un} çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó u çàäà÷i (3.3.15) àáî, ùî
åêâiâàëåíòíå, äî ðîçâ'ÿçêó âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (3.3.9).

Çíîâó ïîâåðòàþ÷èñü äî äî âàðiàöiéíîãî ôîðìóëþâàííÿ, iòåðàöiéíié ïðîöåäóði ïîñëi-
äîâíèõ íàáëèæåíü (3.4.19) ìîæíà íàäàòè äåòàëiçîâàíîãî âèãëÿäó:





çàäàíî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ u0 ∈ V
òà ïàðàìåòð ρ = const > 0;

çíàéòè un+1 ∈ V òàêèé, ùî
(w, v) = ρ{< l, v > −a(un, v)} ∀v ∈ V,
un+1 := un + w, n = 0, 1, ... .

(3.4.20)

Îñòàíí¹ ïîäàííÿ íå ëèøå äîçâîëÿ¹ åôåêòèâíî ðåàëiçóâàòè ïðîöåäóðó ïîñëiäîâíèõ íàáëè-
æåíü, àëå é âèñâiòëþ¹ òàêèé ¨¨ îá÷èñëþâàëüíèé àñïåêò: ìè áóäåìî îäåðæóâàòè íåíóëüîâi
äîäàíêè w ∈ V äëÿ óòî÷íåííÿ çíàéäåíîãî ðàíiøå íàáëèæåííÿ äîòè, ïîêè áóäåìî ìàòè
ñïðàâó ç íåíóëüîâèìè çíà÷åííÿìè ôóíêöiîíàëà ëèøêó

< R(un), v >:=< l, v > −a(un, v) ∀v ∈ V.

Íàðåøòi, íàïåðåä çàäàþ÷è äîïóñòèìèé ðiâåíü ïîõèáêè íàáëèæåíü ε = const > 0, ìè
ìîæåìî çóïèíèòè iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (3.4.20) íà òîìó êðîöi, êîëè, ñêàæiìî, âïåðøå âèêî-
íà¹òüñÿ óìîâà

‖w‖V ≤ ε.

Òåîðåìà 3.4.1. ïðî çáiæíiñòü iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó
äî ðîçâ'ÿçêó âàðiàöiéíîãî ðiâíÿííÿ

Íåõàé äàíi âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (3.3.9) çàäîâîëüíÿþòü ãiïîòåçè òåîðåìè Ëàêñà-Ìiëüãðàìà-
Âèøèêà i ïðè öüîìó çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ρ iòåðàöiéíîãî ïðîåñó (3.4.20) âèáðàíî çãiäíî
óìîâè

0 < ρ < 2‖a‖−1. (3.4.21)
Òîäi ïîñëiäîâíiñòü {un}∞n=1 ⊂ V , îá÷èñëåíà çà äîïîìîãîþ iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (3.4.20),

çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó u ∈ V ðiâíÿííÿ iç (3.3.9) íåçàëåæíî âiä âèáîðó ïî÷àòêîâîãî
íàáëèæåííÿ u0 ∈ V i ïðè öüîìó

‖u‖V ≤ 1

α
‖l‖∗. (3.4.22)

Äîâåäåííÿ. Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ iç (3.4.20) ó âèãëÿäi

(un+1, v) = (un, v) + ρ{< l, v > −a(un, v)} ∀v ∈ V, n = 0, 1, ... (3.4.23)

i îöiíèìî ïîâîäæåííÿ ïîõèáêè äâîõ ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü

en := un − un−1.

Âiäíiìàþ÷è äâà ïîñëiäîâíèõ ðiâíÿííÿ (3.4.23), çíàõîäèìî, ùî

(en+1, v) = (en, v)− ρa(en, v)} ∀v ∈ V, n = 0, 1, ... , (3.4.24)

i, ñêîðèñòàâøèñü ïîäàííÿì

en =
1

2
(en+1 + en)− 1

2
(en+1 − en),
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íàäàìî éîìó âèãëÿäó

(en+1 − en, v)− 1

2
ρa(en+1 − en, v) = −1

2
ρa(en+1 + en, v) ∀v ∈ V, n = 0, 1, ... , (3.4.25)

Ïîêëàäåìî â îäåðæàíîìó ðiâíÿííÿ v = en+1 + en; â ðåçóëüòàòi íåñêëàäíî¨ àëãåáðè îäåð-
æèìî, ùî

{ ‖en+1‖2
V −

1

2
ρ|en+1|2V } − { ‖en + 1‖2

V −
1

2
ρ|en|2V } = −1

2
ρ|en+1 + en|2V n = 0, 1, ... , (3.4.26)

äå
|w|V := a

1
2 (w, w) ∀w ∈ V

âèçíà÷à¹ íîðìó, åêâiâàëåíòíó äî íîðìè ‖ . ‖V .
Ç îãëÿäó íà òå, ùî

|w|2V = a(w,w) ≤ ‖a‖‖w‖2
V ∀w ∈ V

3.5 Àáñòðàêòíà çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ êâàäðàòè÷íîãî ôóí-
êöiîíàëó

Â áàãàòüîõ çàñòîñóâàííÿõ ôiçè÷íi ìiðêóâàííÿ ïðèðîäíî ïðèâîäÿòü äî íàñòóïíîãî êëà-
ñó çàäà÷ ìiíiìiçàöi¨:





çàäàíî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið V,
áiëiíiéíó ôîðìó a(· , · ) : V × V → R,
ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë l : V → R
òà êâàäðàòè÷íèé ôóíêöiîíàë

J(v) := a(v, v)− 2 < l, v > ∀v ∈ V ;

çíàéòè u ∈ V òàêèé, ùî
J(u) ≤ J(v) ∀v ∈ V

(3.5.27)

Òåîðåìà 3.5.1. Ìiõëiíà
ïðî ìiíiìóì êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó

Íåõàé äàíi çàäà÷i (3.5.27) çàäîâîëüíÿþòü ãiïîòåçè òåîðåìè Ëàêñà-Ìiëüãðàìà-Âèøèêà
i íà äîäàòîê äî öüîãî áiëiíiéíà ôîðìà a(· , · ) : V × V → R ñèìåòðè÷íà, iíøèìè ñëîâàìè,

a(v, w) = a(w, v) ∀v, w ∈ V.

Òîäi çàäà÷à ìiìiìiçàöi¨ êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó (3.5.27) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i ïðî
âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ (3.3.9); iíøèìè ñëîâàìè, çàäà÷à (3.5.27) ìà¹ ¹äèíèé îáìåæåíèé ðîçâ'ÿ-
çîê u ∈ V , ÿêèé îäíî÷àñíî ¹ é ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.3.9). Áiëüøå öüîãî,

min
v∈V

J(v) = inf
v∈V

J(v) = −a(u, u) = −|v|2V . (3.5.28)
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Äîâåäåííÿ. (I) Íåõàé u ∈ V ¹ ðîçâ'ÿçêîì âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (3.3.9); ïîêàæåìî, ùî öåé
åëåìåíò u áóäå é ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.5.27). Äiéñíî,

J(v) = J(u + v − u) = a(u + v − u, u + v − u)− 2 < l, u + v − u >

= a(u, u)− 2 < l, u > +a(v − u, v − u)

+ 2{a(u, v − u)− < l, v − u >}
= J(u) + a(v − u, v − u)

+ 2{a(u, v − u)− < l, v − u >} ∀v ∈ V.

(3.5.29)

Îñêiëüêè çàäîâîëüíÿ¹ âàðiàöiéíîìó ðiâíÿííþ çàäà÷i (3.3.9), òî âèðàç ó ôiãóðíèõ äóæêàõ
iç (3.5.29) ¹ íóëåì. Äàëi, ïðèéìàþ÷è äî óâàãè V -åëiïòè÷íiñòü ôîðìè a(· , · ) : V × V → R,
iç (3.5.29) çíàõîäèìî, ùî

J(u) ≤ J(v) ∀v ∈ V.

(II) Íàâïàêè, íåõàé u ∈ V ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ (3.5.27); òîäi,

J(u) ≤ J(u + εv) = a(u + εv, u + εv)− 2 < l, u + εv >

= J(u) + ε2a(v, v)

+ 2ε{a(u, v)− < l, v >} ∀v ∈ V ∀ε ∈ R.

(3.5.30)

Çâiäñè,

J(u + εv)− J(u)

ε
= 2{a(u, v)− < l, v >}

+ εa(v, v) ≥ 0 ∀v ∈ V ∀ε ∈ R
(3.5.31)

i, ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ç ε → 0, îá÷èñëþ¹ìî, ùî

lim
ε→0

J(u + εv)− J(u)

2ε
= {a(u, v)− < l, v >} ≥ 0 ∀v ∈ V. (3.5.32)

Íàðåøòi, ïiäñòàâëÿþ÷è â (3.5.32) åëåìåíò −v íà ìiñöå v, ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî îäåðæàíà
íåðiâíiñòü ðàçîì iç (3.5.32) ïðèâîäÿòü äî ðiâíÿííÿ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (3.3.9).

3.6 Àáñòðàêòíà çàäà÷à ïðî ñiäëîâó òî÷êó
Òóò ìè ðîçãëÿíåìî ùå îäèí ñïåöiàëüíèé êëàñ âàðiàöiéíèõ çàäà÷ ïðî âiäøóêàííÿ åêñ-

òðåìàëüíèõ òî÷îê êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó:




çàäàíî ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè V i Q,
áiëiíiéíi ôîðìè a(· , · ) : V × V → R, c(· , · ) : Q×Q → R
òà b(· , · ) : Q× V → R,
ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè l : V → R i r : Q → R
òà êâàäðàòè÷íèé ôóíêöiîíàë

L(v, q) := a(v, v)− c(q, q)
− 2{< l, v > − < r, q > −b(q, v)} ∀v ∈ V ∀q ∈ Q;

çíàéòè ïàðó {u, p} ∈ V ×Q òàêó, ùî
L(u, q) ≤ L(u, p) ≤ L(v, p) ∀{v, q} ∈ V ×Q.

(3.6.33)
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×àñòî êâàäðàòè÷íèé ôóíêöiîíàë L(· , · ) : V × Q → R íàçèâàþòü ëàãðàíæèàíîì, à ñàìó
çàäà÷ó (3.6.33) - çàäà÷åþ ïðî ñiäëîâó òî÷êó ëàãðàíæèàíó. ßêùî ïàðà {u, p} ∈ V × Q ¹
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.6.33), òî ïîõîäæåííÿ íàçâè öi¹¨ çàäà÷i ïîÿñíþ¹ ðiâíiñòü

L(u, p) = inf
v∈V

sup
q∈Q

L(v, q).

Ïîðÿä iç çàäà÷åþ ïðî ñiäëîâó òî÷êó ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíó çàäà÷ó ïðî ñèñòåìó âàði-
àöiéíèõ ðiâíÿíü (âiäîìó ïiä íàçâîþ çìiøàíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i):





çàäàíî ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè V òà Q;

çíàéòè ïàðó {u, p} ∈ V ×Q òàêó, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü
a(u, v) + b(p, v) =< l, v > ∀v ∈ V,
c(p, q)− b(q, u) =< r, q > ∀q ∈ Q.

(3.6.34)

Âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ùîéíî íàâåäåíèìè âàðiàöiéíèìè çàäà÷àìè âñòàíîâëþ¹

Òåîðåìà 3.6.1. ïðî ñiäëîâó òî÷êó êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ãiïîòåçè:
(I) áiëiíiéíà ôîðìà a(· , · ) : V × V → R ñèìåòðè÷íà, íåïåðåðâíà i V-åëiïòè÷íà;
(II) áiëiíiéíà ôîðìà c(· , · ) : Q×Q → R ñèìåòðè÷íà, íåïåðåðâíà i Q -åëiïòè÷íà;
(III) áiëiíiéíà ôîðìà b(· , · ) : Q× V → R íåïåðåðâíà;
(IV) ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè l ∈ V ′, λ ∈ Q′.

Òîäi çìiøàíà âàðiàöiéíà çàäà÷à (3.6.34) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i ïðî ñiäëîâó òî÷êó (3.6.33).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü ââåäåìî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið Φ := V ×Q ç íîðìîþ

‖φ‖Φ := {‖v‖2
V + ‖q‖2

Q}
1
2 ∀φ := {v, q} ∈ Φ.

Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî ðîçâ'ÿçîê ψ := {u, p} ∈ Φ çìiøàíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (3.6.34)
(ÿêùî âií iñíó¹!) îäíî÷àñíî ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó ïðî ñiäëîâó òî÷êó (3.6.33).

Çàóâàæèìî, ùî îçíà÷åííÿ ëàãðàíæèàíó çàäà÷i (3.6.34) äîçâîëÿ¹ çàïèñóâàòè éîãî çíà-
÷åííÿ ó âèãëÿäi (ðîçâèíåííÿ çà ñòåïåíÿìè ïàðàìåòðà ε)

L(u + εv, p + εq) = L(u, p)

+ 2ε{a(u, v) + b(q, v)− < l, v >}
− 2ε{−b(q, u) + c(p, q)− < r, q >}
+ ε2{a(v, v)− c(q, q) + 2b(q, v)} ∀ε ∈ R ∀φ := {v, q} ∈ Φ

(3.6.35)

àáî ç îãëÿäó íà ñèñòåìó ðiâíÿíü çàäà÷i (3.6.34)

L(u + εv, p + εq) = L(u, p)

+ ε2{a(v, v)− c(q, q) + 2b(q, v)} ∀ε ∈ R ∀φ = {v, q} ∈ Φ.
(3.6.36)

Ïðèéìàþ÷è òåïåð q = 0 (à öå äîïóñòèìî!), îá÷èñëþ¹ìî, ùî

L(u + εv, p) = L(u, p) + ε2a(v, v) ∀ε ∈ R ∀v ∈ V. (3.6.37)
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Íà îñíîâi îäåðæàíî¨ ðiâíîñòi òà V−åëiïòè÷íîñòi áiëiíiéíî¨ ôîðìè a(· , · ) ïðèõîäèìî äî
îöiíêè

L(u, p) ≤ L(u + εv, p) ∀ε ∈ R ∀v ∈ V,

ÿêà, ïî-ñóòi, ¹ äåùî iíøèì çàïèñîì ïðàâî¨ iç íåðiâíîñòåé çàäà÷i (3.6.33).
Ïîäiáíèì ÷èíîì, çà âèáîðó v = 0 â (3.6.35) ïåðåêîíó¹ìîñÿ òàêîæ â iñòèííîñòi ëiâî¨ iç

íåðiâíîñòåé çàäà÷i (3.6.33).
Ëèøà¹òüñÿ ïåðåêîíàòèñÿ, ùî êîæåí ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ñiäëîâó òî÷êó çàäîâîëüíÿ¹

ñèñòåìó ðiâíÿíü çìiøàíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i. Äiéñíî, ÿêùî ïàðà ψ = {u, p} - öå áóäü-ÿêèé
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.6.33), òî, ñêàæiìî, ¨¨ ëiâà íåðiâíiñòü

L(u, q) ≤ L(u, p) ∀q ∈ Q

ñâiä÷èòü, ùî êâàäðàòè÷íèé ôóíêöiîíàë L(u, · ) : Q → R äîñÿãà¹ ñâîãî íàéáiëüøîãî çíà÷å-
ííÿ íà åëåìåíòi p ∈ Q; îòæå,

0 = lim
ε→0

1

ε
{L(u, p + εq)− L(u, p)} ∀q ∈ Q.

Ïiäñòàâëÿþ÷è â öþ óìîâó åêñòðåìóìó ðîçâèíåííÿ (3.6.35) ç v = 0, ïiñëÿ íåâåëè÷êî¨ àëãå-
áðè íàäàìî ¨é âèãëÿäó





0 = lim
ε→0

L(u, p + εq)− L(u, p)

ε

= c(p, q)− b(q, u)− < r, q > ∀q ∈ Q.

(3.6.38)

Ïîäiáíèìè ìiðêóâàííÿìè ç v = 0 ìîæíà ïåðåêîíàòèñü, ùî ðîçâ'ÿçîê ψ = {u, p} ∈ Φ çàäà÷i
ïðî ñiäëîâó òî÷êó (3.6.33) çàäîâîëüíÿ¹ i äðóãå ç ñèñòåìè ðiâíÿíü çìiøàíî¨ âàðiàöiéíî¨
çàäà÷i (3.6.34).

Ùîéíî íàâåäåíà òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç äâîìà ðiçíèìè ôîðìóëþâà-
ííÿìè îäíi¹¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷. Â òîé æå ÷àñ âîíà íi÷îãî íå ãîâîðèòü âiäíîñíî iñíóâàííÿ
÷è ¹äèíîñòi ¨¨ ðîçâÿçêó.

Äîñòàòíi óìîâè êîðåêòíîñòi çàäà÷i (3.6.34) âñòàíîâëþ¹ íàñòóïíà

Òåîðåìà 3.6.2. ïðî êîðåêòíiñòü çìiøàíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i
Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ãiïîòåçè ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè i Φ := V ×Q - ãiëüáåðòiâ ïðîñòið

ç íîðìîþ
‖φ‖Φ := {‖v‖2

V + ‖q‖2
Q}

1
2 ∀φ := {v, q} ∈ Φ.

Òîäi çìiøàíà âàðiàöiéíà çàäà÷à (3.6.34) êîðåêòíî ïîñòàâëåíà, iíøèìè ñëîâàìè, çíà-
éäåòüñÿ ¹äèíèé åëåìåíò ψ = {u, p} ∈ Φ òàêèé, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü iç
(3.6.34), i êðiì öüîãî

‖ψ‖Φ ≤ C{‖l‖∗ + ‖r‖∗} C = const > 0.

Äîâåäåííÿ. Çàðàç ìè ïîáà÷èìî, ùî çà äàíèõ ãiïîòåç äîñèòü ïåðåêîíàòèñü ó âèêîíàííi óìîâ
òåîðåìè Ëàêñà-Ìiëüãðàìà-Âèøèêà.

Ç öi¹þ ìåòîþ íà ïðîñòîði Φ = V × Q ââåäåìî áiëiíiéíó ôîðìó B(· , · ) : Φ × Φ → R òà
ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë λ ∈ Φ′ çãiäíî ïðàâèë

B(ψ, φ) := a(u, v) + c(p, q)

+ b(p, v)− b(q, u) ∀ψ = {u, p}, φ = {v, q} ∈ Φ
(3.6.39)
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òà
< λ, φ >:=< l, v > + < r, q > ∀φ := {v, q} ∈ Φ

âiäïîâiäíî. Òåïåð ìè ìîæåìî ïîäàòè çìiøàíó âàðiàöiéíó çàäà÷ó (3.6.34) ó çàïèñi
{

çíàéòè ψ ∈ Φ òàêèé, ùî
B(ψ, φ) =< λ, φ > ∀φ ∈ Φ.

(3.6.40)

Íåâàæêî ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî áiëiíiéíà ôîðìà B(· , · ) : Φ×Φ → R íåïåðåðâíà i Φ−åëiïòè÷íà.
Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî-Øâàðöà,ïðèõîäèìî äî îöiíîê

|B(ψ, φ)| ≤ |a(u, v)|+ |c(p, q)|+ |b(p, v)|+ |b(q, u)|
≤ ‖a‖‖u‖V ‖v‖V + ‖c‖‖p‖Q‖q‖Q + ‖b‖‖p‖Q‖v‖V + ‖b‖‖q‖Q‖u‖V

≤ M{‖u‖V ‖v‖V + ‖p‖Q‖q‖Q + ‖p‖Q‖v‖V + ‖q‖Q‖u‖V }
≤ 2M{‖u‖2

V + ‖p‖2
Q}

1
2{‖v‖2

V + ‖q‖2
Q}

1
2

= 2M‖ψ‖Φ‖φ‖Φ ∀ψ = {u, p}, φ = {v, q} ∈ Φ

(3.6.41)

çi ñòàëîþ M := max{‖a‖, ‖b‖, ‖c‖}. Çâiäñè
‖B‖ ≤ 2 max{‖a‖, ‖b‖, ‖c‖}

i, îòæå, B(· , · ) íåïåðåðâíà íà ïðîñòîði Φ. Äàëi, íåðiâíîñòi
B(φ, φ) = a(v, v) + c(q, q)

≥ a0‖v‖2
V + c0‖q‖2

Q

≥ β‖φ‖2
Φ β = min{a0, c0} ∀φ ∈ Φ

(3.6.42)

çàñâiä÷óþòü Φ−åëiïòè÷íiñòü ôîðìè B(· , · ).
Íàðåøòi,ëàíöþæîê

| < λ, φ > | ≤ | < l, v > |+ | < r, q > |
≤ ‖l‖∗‖v‖V + ‖r‖∗‖q‖Q

≤ {‖l‖2
∗ + ‖r‖2

∗}
1
2‖φ‖Φ ∀φ ∈ Φ

(3.6.43)

âñòàíîâëþ¹ îáìåæåíiñòü ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó λ íà ïðîñòîði Φ i ïðè öüîìó
‖λ‖∗ ≤ {‖l‖2

∗ + ‖r‖2
∗}

1
2 .

3.7 Àáñòðàêòíà çàäà÷à ïðî ïðîåêöiéíå ðiâíÿííÿ
Íåõàé V òà H - äiéñíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè (· , · )V ,(· , · )H òà

íîðìàìè ‖· ‖V ,‖· ‖H âiäïîâiäíî. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó




çàäàíî ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè H òà V,
áiëiíiéíó ôîðìó b(· , · ) : V ×H → R òà
ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë l : H → R;

çíàéòè u ∈ V òàêèé, ùî
b(u, v) =< l, v > ∀v ∈ H.

(3.7.44)
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Çà óìîâè, ùî V ≡ H, çàäà÷à (3.7.44) âèðîäæó¹òüñÿ äî àáñòðàêòíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i
(3.3.9), ÿêó ìè àíàëiçóâàëè ðàíiøå. Â áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè V 6= H, ìè áóäåìî
íàçèâàòè (3.7.44) ïðîåêöiéíîþ çàäà÷åþ i çðîçóìiëî, ùî àíàëiç ¨¨ ðîçâÿçóâàíîñòi âèìàãà¹
óçàãàëüíåííÿ àðãóìåíòàöi¨ òåîðåìèËàêñà-Ìiëüãðàìà-Âèøèêà.

Òåîðåìà 3.7.1. Íå÷àñà
ïðî êîðåêòíiñòü ïðîåêöiéíî¨ çàäà÷i

Íåõàé äàíi ïðîåêöiéíî¨ çàäà÷i (3.7.44) çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi ãiïîòåçè:
(I) áiëiíiéíà ôîðìà b(· , · ) : V × H → R íåïåðåðâíà, iíøèìè ñëîâàìè, çíàéäåòüñÿ ñòàëà
M > 0 òàêà, ùî

|b(v, w)| ≤ M‖v‖V ‖w‖H ∀v ∈ V ∀w ∈ H; (3.7.45)

(II) çíàéäåòüñÿ ñòàëà γ > 0 òàêà, ùî

sup
06=w∈H

|b(v, w)|
‖w‖H ≥ γ‖v‖V ∀v ∈ V ; (3.7.46)

(III)
sup
v∈H

b(v, w) > 0 ∀ 0 6= w ∈ H. (3.7.47)

Òîäi äëÿ êîæíîãî l ∈ H′ iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ V ðiâíÿííÿ iç (3.7.44) i ïðè öüîìó

‖u‖V ≤ 1

γ
‖l‖∗. (3.7.48)

Äîâåäåííÿ. Ç îãëÿäó íà òåîðåìó ïðî íåïåðåðâíó áiëiíiéíó ôîðìó çíàéäåòüñÿ ëiíiéíèé
îïåðàòîð A : V → H òàêèé, ùî

b(v, w) = (Av, w) ∀v ∈ V ∀w ∈ H. (3.7.49)

Ïðèéìàþ÷è â öié ðiâíîñòi w = Av i êîðèñòóþ÷èñü íåïåðåðâíiñòþ b(· , · ), çíàõîäèìî, ùî

‖Av‖2
H = b(v, Av) ≤ M‖v‖V ‖Av‖H

àáî
‖Av‖H ≤ M‖v‖V ∀v ∈ V,

çâiäêè é âèïëèâà¹ íàëåæíiñòü A ∈ L(V,H).
Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ðiññà ïðî ëiíiéíèé îáìåæåíèé ôóíêöiîíàë â ãiëüáåð-

òîâîìó ïðîñòîði, çíàéäåìî ¹äèíèé åëåìåíòf ∈ H òàêèé, ùî

< l, w >= (f, w) ∀w ∈ H;

òîäi iç âðàõóâàííÿì (3.7.48) ðiâíÿííÿ ïðîåêöiéíî¨ çàäà÷i (3.7.44) íàáóäå âèãëÿäó

(Au,w) = (f, w) ∀w ∈ H (3.7.50)

àáî, ùî åêâiâàëåíòíå,
Au = f â H. (3.7.51)

Òàêèì ÷èíîì, êîðåêòíiñòü ïðîåêöiéíî¨ çàäà÷i (3.7.44) ïðèâîäèòüñÿ äî âñòàíîâëåííÿ iñíó-
âàííÿ îïåðàòîðà A−1 ∈ L(H, V ) .
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Çðàçó æ âiäçíà÷èìî, ùî ç ãiïîòåçè (3.7.46) òà ïîäàííÿ (3.7.48) âèïëèâà¹

‖Av‖H = sup
06=w∈H

|(Av,w)|
‖w‖H = sup

06=w∈H

|b(v, w)|
‖w‖H ≥ γ‖v‖V ∀v ∈ V, (3.7.52)

òîáòî, îïåðàòîð A îáìåæåíèé çíèçó i, îòæå, çà òåîðåìîþ Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð
A−1 ∈ L(H, V ).

Ëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè,ùî îïåðàòîð A âèçíà÷åíèé íà âñüîìó ïðîñòîði V . Ç öi¹þ ìåòîþ
ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî éîãî îáëàñòü çíà÷åíü R(A) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â ïðîñòîði V .
Äiéñíî, íåõàé ïîñëiäîâíiñòü Aun ôóíäàìåíòàëüíà â H; òîäi ç îãëÿäó íà îáìåæåíiñòü çíèçó

0 = lim
m,n→∞

‖Aun − Aum‖H = lim
m,n→∞

‖A(un − um)‖H ≥ γ‖un − um‖V ,

òîìó ïîñëiäîâíiñòü un ôóíäàìåíòàëüíà â ïðîñòîði V i âíàñëiäîê éîãî ïîâíîòè çíàéäåòüñÿ
åëåìåíò u ∈ V òàêèé, ùî un → u. Òåïåð, ç îãëÿäó íà íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà A, ìà¹ìî

lim
n→∞

Aun = Au

i, îòæå, ãðàíèöÿ u äîâiëüíî¨ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi un ç îáëàñòi çíà÷åíü R(A)
òåæ íàëåæèòü öié ìíîæèíi. Òîìó R(A) - çàìêíåíèé ïiäïðîñòið â ïðîñòîði H.

Íàðåøòi, ïðèïóñòèìî, ùî H 6= R(A). Òîäi âíàñëiäîê çàìêíåíîñòi R(A) çíàéäåòüñÿ
íåíóëüîâèé åëåìåíò z ∈ R(A)⊥ òàêèé, ùî

(w, z) = 0 ∀w ∈ R(A)

àáî
(Av, z) = b(v, z) = 0 ∀v ∈ V,

ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ (3.7.47). Òàêèì ÷èíîì, z = 0 i, îòæå, îïåðàòîð A ¹ ñþð'¹êòèâ-
íèì.

Ïîâåðòàþ÷èñü òåïåð äî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ (3.7.51), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî
âîíî ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé îá÷èñëþ¹òüñÿ çãiäíî ïðàâèëà

u = A−1f

i, îñêiëüêè
‖l‖∗ = sup

06=w∈H

| < l, w > |
‖w‖H = sup

06=w∈H

|(Au,w)|
‖w‖H ≥ γ‖u‖V ,

òî
‖u‖V = ‖A−1f‖V ≤ 1

γ
‖f‖H =

1

γ
‖l‖∗.
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Ðîçäië 4

Êðàéîâi òà âàðiàöiéíi çàäà÷i
äëÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü

4.1 Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü

Ëiíiéíèé åëiïòè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð
äðóãîãî ïîðÿäêó, åëiïòè÷íå ðiâíÿííÿ.
Êðàéîâi óìîâè Äiðiõëå, Íåéìàíà òà Ðîáåíà.
Åëiïòè÷íà êðàéîâà çàäà÷à.

Íåõàé îáëàñòü Ω ¹ çâ'ÿçíîþ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ òî÷îê x = {xi}d
i=1 åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó Rd (â çàñòîñóâàííÿõ d = 1, 2 àáî 3) ç íåïåðåðâíîþ çà Ëiïøèöåì ìåæåþ Γ, i
âåêòîð n = {ni(x)}d

i=1 âèçíà÷à¹ îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ìåæi îáëàñòi
Ω, ni := cos(n, xi) .

Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó íàñòóïíîãî âè-
ãëÿäó:





çàäàíî ìàòðèöþ µ = {µij(x)}d
i,j=1, âåêòîð β = {βi(x)}d

i=1

òà ñêàëÿðíi ôóíêöi¨ σ = σ(x), f = f(x), κ = κ(x), g = g(x);

çíàéòè ôóíêöiþ u = u(x) òàêó, ùî

Lu := − ∂

∂xi

{µij
∂

∂xj

u}

+ βj
∂

∂xj

u + σu = f â Ω,

u = 0 íà ΓD ⊂ Γ, mes(ΓD) ≥ 0,

− niµij
∂

∂xj

u− κu = g íà ΓN := Γ\ΓD.

(4.1.1)

Äàëi ìè áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ìàòðèöÿ µ = {µij(x)}d
i,j=1 êîåôiöi¹íòiâ ïðè ñòàðøèõ

ïîõiäíèõ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ âîëîäi¹ íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè ñèìåòði¨ òà åëi-

39
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ïòè÷íîñòi




µij = µji,

µijξiξj ≥ µ0ξiξi µ0 = const > 0 ∀ξ = {ξ}d
i=1 ∈ Rd

ìàéæå ñêðiçü â Ω.

(4.1.2)

Òóò i äàëi çà iíäåêñàìè, ÿêi ïîâòîðþþòüñÿ, ïåðåäáà÷à¹òüñÿ ïiäñóìîâóâàííÿ âiä 1 äî d.
Âæèâàþ÷è êëàñè÷íi ïîçíà÷åííÿ âåêòîðíîãî àíàëiçó, êðàéîâié çàäà÷i (15.0.1) ìîæíà íàäàòè
áiëüø êîðîòêîãî çàïèñó





çíàéòè ôóíêöiþ u = u(x) òàêó, ùî
Lu := −∇. {µ∇u}+ β.∇u + σu = f â Ω,

u = 0 íà ΓD ⊂ Γ, mes(ΓD) ≥ 0,

− n. µ∇u− κu = g íà ΓN := Γ\ΓD.

(4.1.3)

4.2 Âàðiàöiéíi ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷
Òóò ìè ðîçãëÿíåìî ñòàíäàðòíó òåõíiêó, ÿêà äåìîíñòðó¹, ùî êðàéîâié çàäà÷i çàâæäè ìîæíà
ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü òó ÷è iíøó âàðiàöiéíó çàäà÷ó. Äæåðåëîì òàêèõ òðàíñôîðìàöié
ñëóãóþòü äîáðå âiäîìi ç àíàëiçó ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè òà íàëåæíèé âèáið
ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó, ÿêèé çäàòíèé äîñòàòíî ïîâíî îïèñàòè ñòðóêòóðó ðîçãëÿäóâàíî¨
çàäà÷i. Ïàðàëåëüíî öüîìó, óñïiøíå âèêîíàííÿ öi¹¨ ïðîöåäóðè äîçâîëÿ¹ ïðîàíàëiçóâàòè
êîðåêòíiñòü îäåðæàíèõ âàðiàöiéíèõ ôîðìóëþâàíü i ðåãóëÿðíiñòü ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ â çàëå-
æíîñòi âiä äàíèõ çàäà÷i. Íàðåøòi ìè àêöåíòó¹ìî óâàãó íà òàêîìó ôàêòi, ùî â çàãàëüíîìó
âèïàäêó âàðiàöiéíi ôîðìóëþâàííÿ îñëàáëÿþòü óìîâè ãëàäêîñòi íà äàíi âèõiäíèõ çàäà÷,
ðîçøèðþþ÷è òèì ñàìèì ìîæëèâó îáëàñòü ¨õíiõ çàñòîñóâàíü.

Âæèòèé íàìè ïiäõiä ñïî÷àòêó äåòàëüíî iëþñòðó¹òüñÿ òðüîìà êëàñè÷íèìè ìîäåëüíèìè
çàäà÷àìè, ÿêi âiäîìi ÷èòà÷åâi ç êóðñó åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Áiëüø
ñêëàäíi çàñòîñóâàííÿ ìîæíà çíàéòè â ÷àñòèíi III öüîãî êóðñó.

4.3 Êðàéîâà çàäà÷à Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà
Âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ òà ïðîñòið äîïóñòèìèõ ôóíêöié.
Íåðiâíîñòi Ãüîëüäåðà òà Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî-Øâàðöà.
Äîñòàòíi óìîâè ðåãóëÿðíîñòi äàíèõ çàäà÷i.
Îáìåæåíiñòü ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó çàäà÷i.
Îáìåæåíiñòü òà V-åëiïòè÷íiñòü áiëiíiéíî¨ ôîðìè.
Êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i.
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4.3.1 Ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i
Ïåðøîþ iç íàøîãî ñïèñêó ìåòîäè÷íèõ ïðèêëàäiâ áóäå êðàéîâà çàäà÷à âèãëÿäó:





çíàéòè ôóíêöiþ u = u(x) òàêó, ùî
Lu := −∆u + σu = f â Ω,

u = 0 íà ΓD ≡ Γ.

(4.3.4)

Öå ÷àñòêîâèé âèïàäîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (15.0.1) ç

µij := δij, βi := 0.

4.3.2 Ïîáóäîâà âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Äiðiõëå
Äîìíîæèìî ðiâíÿííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i (4.3.4) íà ïîêè ùî äîâiëüíó ôóíêöiþ v = v(x) i
ðåçóëüòàò ïðîiíòåãðó¹ìî ïî îáëàñòi Ω; ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äîäàíêiâ ç ïîõiäíèìè
äðóãîãî ïîðÿäêó ìè ïðèéäåìî äî íàñòóïíîãî ðiâíÿííÿ

0 =
∫
Ω

[−∆u + σu− f ]v dx

=
∫
Ω

[
∂

∂xj

u
∂

∂xj

v + σuv − fv] dx− ∫
Γ

vnj
∂

∂xj

u dγ

=
∫
Ω

[∇u.∇v + σuv − fv] dx− ∫
Γ

vn.∇u dγ.

(4.3.5)

Òåïåð ìè âèÿñíèìî, çà ÿêèõ óìîâ ðåãóëÿðíîñòi íà ïiäiíòåãðàëüíi ôóíêöi¨ áóäóòü iñíó-
âàòè iíòåãðàëè â (4.3.5). Ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî-Øâàðöà âèãëÿäó

∫

Ω

fv dx ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ∀ f, v ∈ L2(Ω), (4.3.6)

ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî äîñòàòíüîþ óìîâîþ ðåãóëÿðíîñòi ôóíêöié u òà v ¹ ¨õíÿ íà-
ëåæíiñòü äî ïðîñòîðó H1(Ω). Òàêèì ÷èíîì, øóêàíèé ïðîñòið äîïóñòèìèõ ôóíêöié V ¹
ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó Ñîáîë¹âà H1(Ω),

V ⊂ H1(Ω).

Ùîá îñòàòî÷íî âñòàíîâèòè ñòðóêòóðó ïðîñòîðó äîïóñòèìèõ ôóíêöié, çàóâàæèìî, ùî ÿê
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i u, òàê i äîâiëüíà äîïóñòèìà ôóíêöiÿ v ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè îäíèì i
òèì æå äîäàòêîâèì óìîâàì, ÿêùî òàêi iñíóþòü. Ó âèïàäêó ðîçãëÿäóâàíî¨ êðàéîâî¨ çà-
äà÷i (4.3.4) òàêîþ äîäàòêîâîþ óìîâîþ âèñòóïà¹ êðàéîâà óìîâà Äiðiõëå: ¨é çàäîâîëüíÿ¹
ðîçâ'ÿçîê u, òîìó äîïóñòèìi ôóíêöi¨ v çîáîâ'ÿçàíi ¨¨ âèêîíóâàòè. Òàêèì ÷èíîì,

V := {v ∈ H1(Ω) : v = 0 íà Γ}. (4.3.7)

Ó çâ'ÿçêó ç òàêèì âèçíà÷åííÿì ïðîñòîðó äîïóñòèìèõ ôóíêöié V ðiâíÿííÿ (4.3.5) íà-
áóâà¹ îñòàòî÷íîãî âèãëÿäó

∫
Ω

[∇u.∇v + σuv] dx =
∫
Ω

fv dx ∀ v ∈ V. (4.3.8)
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Çâiäñè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó ñòîñîâíî ñòðóêòóðè âàðiàöiéíîãî ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâî¨
çàäà÷i (4.3.4).

Ïðîïîçèöiÿ 4.3.1. ïðî âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i Äiðiõëå
äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà

Êðàéîâà çàäà÷à (4.3.4) äîïóñêà¹ âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ




çàäàíî σ ∈ L∞(Ω) òà f ∈ L2(Ω);

çíàéòè u ∈ V òàêèé, ùî
a(u, v) =< l, v > ∀ v ∈ V,

(4.3.9)

ç òàêèìè ñòðóêòóðíèìè åëåìåíòàìè




V := {v ∈ H1(Ω) : v = 0 íà Γ},
a(u, v) :=

∫
Ω

[∇u.∇v + σuv] dx,

< l, v >:=
∫
Ω

fv dx ∀ u, v ∈ V.

(4.3.10)

Íà öüîìó åòàïi áàæàíî âiäïîâiñòè íà çàïèòàííÿ: çà ÿêèõ óìîâ íà äàíi ïîáóäîâàíà íàìè
âàðiàöiéíà çàäà÷à (4.3.9) êîðåêòíî ïîñòàâëåíà? Ç îãëÿäó íà òåîðåìó Ëàêñà-Ìiëüãðàìà-
Âèøèêà íàì äîñòàòíî ïåðåêîíàòèñü, çà ÿêèõ óìîâ âèêîíóþòüñÿ ¨¨ ãiïîòåçè.

Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî öüîãî àíàëiçó, ìè êîíêðåòèçó¹ìî ãåîìåòðè÷íó ñòðóêòóðó ïðîñòî-
ðó äîïóñòèìèõ ôóíêöié V , à ñàìå, ìè íàäiëèìî éîãî íîðìîþ ( ïðîñòîðó H1(Ω))

‖w‖V := ‖w‖H1(Ω)

= {∫
Ω

[w2 + |∇w|2] dx} 1
2 ∀ w ∈ V.

(4.3.11)

4.3.3 Íåïåðåðâíiñòü ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó
Ìè ðîçïî÷íåìî ç àíàëiçó ôóíêöiîíàëó l : V → R, âèçíà÷åíîãî â (4.3.10). Çðîçóìiëî, ùî
éîãî ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñêàëÿðíèé äîáóòîê â ïðîñòîði H := L2(Ω) çàäàíî¨ ôóíêöi¨ f òà
äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ v ∈ V ⊂ H. ßñíî òàêîæ, ùî êîëè ïðàâà ÷àñòèíà f ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà
íàëåæèòü öüîìó ïðîñòîðó H, òî

‖f‖H := ‖f‖L2(Ω) < +∞,

i âíàñëiäîê íåðiâíîñòi (4.3.6) òà ïiäïîðÿäêîâàíîñòi íîðìè ç ïðîñòîðó H íîðìi ïðîñòîðó
V ïðèõîäèìî äî îöiíêè

| < l, v > |2 = | ∫
Ω

fv dx|2 ≤ ‖f‖2
L2(Ω)

∫
Ω

v2 dx

≤ ‖f‖2
H

∫
Ω

[v2 + |∇v|2] dx = ‖f‖2
H‖v‖2

V ∀ v ∈ V.
(4.3.12)

Çâiäñè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî




ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë l : V → R âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i(4.3.9)
¹ îáìåæåíèì íà ïðîñòîði V , òîáòî, l ∈ V ′,
i ïðè öüîìó éîãî íîðìà

‖l‖∗ ≤ ‖f‖H .

(4.3.13)
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4.3.4 Íåïåðåðâíiñòü áiëiíiéíî¨ ôîðìè
Ëèøå ç ïåäàãîãi÷íèõ ìiðêóâàíü ìè ïîäàìî áiëiíiéíó ôîðìó a(· , · ) : V × V → R iç (4.3.10)
ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ äåêîìïîçèöi¨

a(v, w) = a0(v, w) + a1(v, w) ∀ v, w ∈ V,

äå 



a0(v, w) :=
∫
Ω

σvw dx,

a1(v, w) :=
∫
Ω

∇v.∇w dx ∀ v, w ∈ V.
(4.3.14)

Ñïî÷àòêó ìè ïîêàæåìî, ùî îáèäâi ôîðìè ¹ íåïåðåðâíèìè àáî, ùî åêâiâàëåíòíî, îáìå-
æåíèìè íà ïðîñòîði äîïóñòèìèõ ôóíêöié V . Äiéñíî, íàïðèêëàä, ïîñëiäîâíå çàñòîñóâàííÿ
íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî-Øâàðöà ïðèâîäèòü äî îöiíîê

|a1(v, w)| = | ∫
Ω

∇v.∇w dx| ≤ ∫
Ω

|∇v.∇w| dx ≤ ∫
Ω

|∇v||∇w| dx

≤ {∫
Ω

|∇v|2 dx
∫
Ω

|∇w|2 dx} 1
2 = ‖∇v‖H‖∇w‖H

≤ {∫
Ω

[v2 + |∇v|2] dx
∫
Ω

[w2 + |∇w|2] dx} 1
2 = ‖v‖V ‖w‖V ∀ v, w ∈ V.

(4.3.15)

Îòæå, 



áiëiíiéíà ôîðìà a1(· , · ) : V × V → R iç (4.3.14)
¹ îáìåæåíîþ íà ïðîñòîði V i ïðè öüîìó ¨¨ íîðìà

‖a1‖ ≤ 1.

(4.3.16)

Ùîá âñòàíîâèòè ïîäiáíèé ðåçóëüòàò äëÿ áiëiíiéíî¨ ôîðìè a0(· , · ) : V × V → R, íàì
çíàäîáèòüñÿ íåðiâíiñòü Ãüîëüäåðà íàñòóïíîãî âèãëÿäó (äèâ., íàïð. Îñòóäií, Øèíêàðåíêî
[???]):

‖vw‖L1(Ω) :=

∫

Ω

|vw| dx ≤ ‖v‖L∞(Ω)‖w‖L1(Ω) ∀ v ∈ L∞(Ω) ∀ w ∈ L1(Ω), (4.3.17)

äå
‖v‖L∞(Ω) := ess sup

x∈Ω
|v(x)|.

Òåïåð ïîñëiäîâíî âèêîðèñòîâóþ÷è (4.3.17) òà íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî-Øâàðöà, çíà-
õîäèìî, ùî

|a0(v, w)| = | ∫
Ω

σvw dx| ≤ ∫
Ω

|σvw| dx = ‖σvw‖L1(Ω)

≤ ‖σ‖L∞(Ω)

∫
Ω

|vw| dx

≤ ‖σ‖L∞(Ω)‖v‖H‖w‖H

≤ ‖σ‖L∞(Ω)‖v‖V ‖w‖V ∀ v, w ∈ V.

(4.3.18)

Òàêèì ÷èíîì, 



ÿêùî êîåôiöi¹íò σ ∈ L∞(Ω), òî
áiëiíiéíà ôîðìà a0(· , · ) : V × V → R iç (4.3.14)
¹ îáìåæåíîþ íà ïðîñòîði V i ïðè öüîìó ¨¨ íîðìà

‖a0‖ ≤ ‖σ‖L∞(Ω).

(4.3.19)
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Íàðåøòi, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà òà îöiíêè (4.3.15) i (4.3.18), îá÷èñëè-
ìî, ùî

|a(v, w)| ≤ |a0(v, w)|+ |a1(v, w)|
≤ ‖σ‖L∞(Ω)‖v‖H‖w‖H + ‖∇v‖H‖∇w‖H

≤ max{1, ‖σ‖L∞(Ω)} ‖v‖V ‖w‖V ∀ v, w ∈ V.

(4.3.20)

4.3.5 V -åëiïòè÷íiñòü áiëiíiéíî¨ ôîðìè
Çîâñiì ïðîñòî îäåðæàòè îöiíêó òàêîãî ãàòóíêó

a(v, v) :=
∫
Ω

[ |∇v|2 + σv2 ] dx

≥ min{1, σ0} ‖v‖2
V ∀ v ∈ V,

(4.3.21)

äå
σ0 := inf

x∈Ω
σ(x).

Çâiäñè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî



ÿêùî êîåôiöi¹íò σ îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà òàêèé, ùî
σ0 := inf

x∈Ω
σ(x) > 0,

òî áiëiíiéíà ôîðìà a0(· , · ) : V × V → R iç (4.3.14)
¹ V -åëiïòè÷íîþ i ïðè öüîìó âiðíà îöiíêà

a(v, v) ≥ α‖v‖2
V ∀ v ∈ V

çi ñòàëîþ
α := min{1, σ0} > 0.

(4.3.22)

4.3.6 Êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i
Òåïåð ìè ïiäñóìó¹ìî îäåðæàíi íàìè ðåçóëüòàòè ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òåîðåìè.
Òåîðåìà 4.3.1. ïðî êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíîãî ôîðìóëþâàííÿ

çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà
Íåõàé ùîäî äàíèõ êðàéîâî¨ çàäà÷i (4.3.4) âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ãiïîòåçè:

(I) êîåôiöi¹íò σ = σ(x) ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà òàêèé, ùî
σ ∈ L∞(Ω),

σ(x) ≥ σ0 > 0 ∀x ∈ Ω;

(II) ïðàâà ÷àñòèíà f = f(x) ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà òàêà, ùî
f ∈ H := L2(Ω).

Òîäi âiäïîâiäíà âàðiàöiéíà çàäà÷à (4.3.9) çi ñòðóêòóðíèìè ñêëàäíèêàìè (4.3.10) ìà¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ V i ïðè öüîìó

‖u‖V ≤ 1

min{1, σ0}‖f‖H . (4.3.23)

Äîâåäåííÿ. Çà äîïóùåíü (I) òà (II) áóäóòü âiðíèìè âèñíîâêè (4.3.13),(4.3.22) òà îöiíêà
(4.3.20), ÿêi çàñâiä÷óþòü, ùî äàíi âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (4.3.9) çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì òåîðåìè
Ëàêñà-Ìiëüãðàìà-Âèøèêà. Öå é äîâîäèòü ïðàâèëüíiñòü âèñíîâêó öi¹¨ òåîðåìè.
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4.4 Êðàéîâà çàäà÷à Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà
Âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ òà ïðîñòið äîïóñòèìèõ ôóíêöié.
Íåðiâíiñòü Ïóàíêàðå-Ôðiäðiõñà.
V-åëiïòè÷íiñòü áiëiíiéíî¨ ôîðìè.
Êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i.

4.4.1 Ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i
Çàðàç ìè äåòàëüíî ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâèé âèïàäîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (4.3.4) ç êîåôiöi¹íòîì

σ = σ(x) ≡ 0 ∀ x ∈ Ω.

Çà öi¹¨ óìîâè ïîòðiáíî




çíàéòè ôóíêöiþ u = u(x) òàêó, ùî
Lu := −∆u = f â Ω,

u = 0 íà ΓD ≡ Γ.

(4.4.24)

4.4.2 Ïîáóäîâà âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i
Öiëêîì çðîçóìiëî, ùî ïîáóäîâà âàðiàöiéíîãî ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i (4.4.24) íi÷èì íå ðiçíè-
òüñÿ âiä ïðîöåäóðè, ÿêó ìè çäiéñíèëè âèùå äëÿ çàäà÷i Äiðiõëå ç ðiâíÿííÿì Ãåëüìãîëüöà.
Òîìó ìè îáìåæó¹ìîñü ëèøå êîíñòàíòàöi¹þ íàñòóïíîãî ôàêòó.

Ïðîïîçèöiÿ 4.4.1. ïðî âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i Äiðiõëå
äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà

Êðàéîâà çàäà÷à (4.4.24) äîïóñêà¹ âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ




çàäàíî f ∈ L2(Ω);

çíàéòè u ∈ V òàêèé, ùî
a(u, v) =< l, v > ∀ v ∈ V,

(4.4.25)

ç òàêèìè ñòðóêòóðíèìè êîìïîíåíòàìè




V := H1
0 (Ω),

a(u, v) :=
∫
Ω

∇u.∇v dx,

< l, v >:=
∫
Ω

fv dx ∀ u, v ∈ V.

(4.4.26)

4.4.3 Íåðiâíiñòü Ïóàíêàðå-Ôðiäðiõñà
Ïåðø íiæ ðîçïî÷àòè àíàëiç ðîçâ'ÿçóâàíîñòi âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (4.4.24), ìè çâåðíåìîñü äî
íàñòóïíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 4.4.1. ïðî íåðiâíiñòü Ïóàíêàðå-Ôðiäðiõñà.
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Íåõàé Ω ¹ çâ'ÿçíîþ îáìåæåíîþ îáëàñòþ â Rd i ïîçíà÷èìî ÷åðåç

|v|1,Ω :=
{ ∫

Ω

|∇v|2 dx
} 1

2 ∀v ∈ H1(Ω) (4.4.27)

íàïiâíîðìó ç ïðîñòîðó Ñîáîë¹âà H1(Ω).
Òîäi çíàéäåòüñÿ ñòàëà C = const > 0, çíà÷åííÿ ÿêî¨ çàëåæèòü ëèøå âiä îáëàñòi Ω,

òàêà, ùî
|v|1,Ω ≥ C‖v‖0,Ω ∀v ∈ H1

0 (Ω). (4.4.28)
Íàñëiäîê 4.4.1. ïðî åêâiâàëåíòíiñòü íîðì â ïðîñòîði H1

0 (Ω) .

Íàïiâíîðìà | · |1,Ω : H1
0 (Ω) → R âèçíà÷à¹ íà ïðîñòîði V := H1

0 (Ω) íîðìó, ÿêà åêâiâà-
ëåíòíà ñòàíäàðòíié íîðìi ‖ · ‖V := ‖ · ‖1,Ω. Áiëüøå öüîãî,

√
α0‖v‖1,Ω ≤ |v|1,Ω ≤ ‖v‖1,Ω α0 = const > 0 ∀v ∈ H1

0 (Ω). (4.4.29)
Äîâåäåííÿ. Ïðàâà ç îöiíîê (4.4.29) ¹ áåçïîñåðåäíiì ïåðåôîðìóëþâàííÿì âèñíîâêó (4.3.16),
ÿêùî ïðèéíÿòè äî óâàãè (4.3.14) i çàóâàæèòè, ùî

|v|21,Ω = a1(v, v) ∀v ∈ H1
0 (Ω). (4.4.30)

Ç iíøîãî áîêó, ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü Ïóàíêàðå-Ôðiäðiõñà
|v|21,Ω = 1

2
{|v|21,Ω|+ |v|21,Ω|}

≥ 1
2
{|v|21,Ω|+ C2|v|20,Ω|}

≥ 1
2
min{1, C2}{|v|21,Ω|+ |v|20,Ω|} = 1

2
min{1, C2}‖v‖2

1,Ω ∀v ∈ H1
0 (Ω).

(4.4.31)

Çâiäñè ïðèõîäèìî äî îöiíêè (4.4.29) ç

α0 =
1

2
min{1, C2}.

Çàóâàæåííÿ 4.4.1. Â ìîíîãðàôi¨ Ñüÿðëå [???] ìîæíà çíàéòè çíà÷íî çàãàëüíiøèé ðå-
çóëüòàò ñòîñîâíî V−åëiïòè÷íîñòi áiëiíiéíî¨ ôîðìè a(· , · ) : V × V → R iç (4.4.26)

4.4.4 Êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíîãî ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i
Òåîðåìà 4.4.2. ïðî êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíîãî ôîðìóëþâàííÿ

çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà.

Íåõàé ùîäî äàíèõ êðàéîâî¨ çàäà÷i (4.4.24) âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ãiïîòåçè:
(I) çâÿçíà îáëàñòü Ω îáìåæåíà â ïðîñòîði Rd i ìà¹ íåïåðåðâíó çà Ëiïøèöåì ìåæó Γ;
(II) ïðàâà ÷àñòèíà f = f(x) ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà òàêà, ùî

f ∈ H := L2(Ω).

Òîäi âiäïîâiäíà âàðiàöiéíà çàäà÷à (4.4.25) çi ñòðóêòóðíèìè êîìïîíåíòàìè (4.4.26)
ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ V i ïðè öüîìó

‖u‖V ≤ 1

α0

‖f‖H . (4.4.32)

Äîâåäåííÿ.
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4.5 Êðàéîâà çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà
Âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ òà ïðîñòið äîïóñòèìèõ ôóíêöié.
Îáìåæåíiñòü ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó çàäà÷i.
Òåîðåìà ïðî ñëiä ôóíêöi¨.
Êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíîãî ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i Íåéìàíà.
Ãîëîâíi òà ïðèðîäíi êðàéîâi óìîâè äëÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü.

4.5.1 Ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i




çíàéòè ôóíêöiþ u = u(x) òàêó, ùî
Lu := −∆u + σu = f â Ω,

−∂u

∂n
:= −n.∇u = g íà ΓN ≡ Γ

(4.5.33)

4.5.2 Âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i Íåéìàíà
Ïðîïîçèöiÿ 4.5.1. ïðî âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i Íåéìàíà

äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà
Êðàéîâà çàäà÷à (4.5.33) äîïóñêà¹ âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ





çàäàíî σ ∈ L∞(Ω) , f ∈ L2(Ω) òà g ∈ L2(Γ);

çíàéòè u ∈ V òàêèé, ùî
a(u, v) =< l, v > ∀ v ∈ V,

(4.5.34)

ç òàêèìè ñòðóêòóðíèìè êîìïîíåíòàìè




V := H1(Ω),

a(u, v) :=
∫
Ω

[∇u.∇v + σuv] dx,

< l, v >:=
∫
Ω

fv dx +
∫
Γ

gv dγ ∀ u, v ∈ V.

(4.5.35)

Äîâåäåííÿ. Ïåðåôîðìóëþâàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i (4.5.33) ó âàðiàöiéíó ðiçíèòüñÿ âiä ðàíiøå
ðîçãëÿíóòèõ ïðèêëàäiâ ëèøå òðàêòóâàííÿì êðàéîâî¨ óìîâè Íåéìàíà. Äiéñíî, çíîâó çâåð-
òàþ÷èñü äî ðiâíÿííÿ (4.3.5), çàóâàæó¹ìî, ùî òåïåð ìè ìà¹ìî ìîæëèâiñòü âðàõóâàòè äàíó
êðàéîâó óìîâó â ïîâåðõíåâîìó iíòåãðàëi öüîãî ðiâíÿííÿ. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî íàñòóïíå
âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ

∫

Ω

[∇u.∇v + σuv] dx =

∫

Ω

fv dx +

∫

Γ

gv dγ ∀ v ∈ H1(Ω), (4.5.36)

çâiäêè é âèïëèâà¹ çàäåêëàðîâàíà â (4.5.35) ñòðóêòóðà âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i.
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4.5.3 Âëàñòèâîñòi ñêëàäîâèõ âàðiàöiéíîãî ðiâíÿííÿ
Âëàñòèâîñòi áiëiíiéíî¨ ôîðìè äàíî¨ çàäà÷i âæå àíàëiçóâàëèñü íàìè ðàíiøå, äèâ. âèñíîâêè
(4.3.16), (4.3.19) òà (4.3.22). Âîíè çàñâiä÷óþòü, ùî ôîðìà a(· , · ) : V × V → R - íåïåðåðâíà
i V−åëiïòè÷íà. Òîìó, ùîá ïåðåêîíàòèñü â êîðåêòíîñòi âàðiàöiéíîãî ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i
Íåéìàíà äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà, äîñòàòíî âñòàíîâèòè ëiíiéíiñòü òà îáìåæåíiñòü ôóí-
êöiîíàëó l : V → R.

Âëàñòèâîñòi ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó

Ìè ðîçïî÷íåìî çi çâè÷àéíèõ îöiíîê ç âèêîðèñòàííÿì íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî-
Øâàðöà:

| < l, v > | = | ∫
Ω

fv dx +
∫
Γ

gv dγ|

= |(f, v)L2(Ω) + (g, v)L2(Γ)|
≤ |(f, v)L2(Ω)|+ |(g, v)L2(Γ)|
≤ ‖f‖H‖v‖V + ‖g‖L2(Γ)‖v‖L2(Γ) ∀ v ∈ V.

(4.5.37)

Iç îãëÿäó íà ñòðóêòóðó îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi íàì çàëèøèëîñü çíàéòè íàëåæíó îöiíêó ìíî-
æíèêó ‖v‖L2(Γ). Äëÿ öüîãî íàì çíàäîáèòüñÿ
Òåîðåìà 4.5.1. ïðî ñëiä ôóíêöi¨ iç H1(Ω)

íà ìåæi îáëàñòi Ω

Íåõàé â ïðîñòîði Rd çàäàíî îáìåæåíó çâÿçíó îáëàñòü Ω, ÿêà ìà¹ íåïåðåðâíó çà Ëi-
ïøèöåì ìåæó Γ.

Òîäi çíàéäåòüñÿ ñòàëà C = const > 0 òàêà, ùî
‖v‖L2(Γ) ≤ C‖v‖H1(Ω) ∀ v ∈ H1(Ω). (4.5.38)

Äîâåäåííÿ. äèâ. íàïðèêëàä [???].

4.5.4 Êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Íåéìàíà
Òåîðåìà 4.5.2. ïðî êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíîãî ôîðìóëþâàííÿ

çàäà÷i Íåéìàíà äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà.

Íåõàé ùîäî äàíèõ êðàéîâî¨ çàäà÷i (4.5.33) âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ãiïîòåçè:
(I) çâÿçíà îáëàñòü Ω îáìåæåíà â ïðîñòîði Rd i ìà¹ íåïåðåðâíó çà Ëiïøèöåì ìåæó Γ;
(II) ïðàâà ÷àñòèíà f = f(x) ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà òàêà, ùî

f ∈ H := L2(Ω).

(III) ïðàâà ÷àñòèíà g = g(x) êðàéîâî¨ óìîâè Íåéìàíà òàêà, ùî
g ∈ H := L2(Γ).

Òîäi âiäïîâiäíà âàðiàöiéíà çàäà÷à (4.5.34) çi ñòðóêòóðíèìè êîìïîíåíòàìè (4.5.35)
ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ V i ïðè öüîìó

‖u‖V ≤ 1

α0

{‖f‖H + ‖g‖− 1
2
,Γ}. (4.5.39)
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Äîâåäåííÿ.

Âïðàâà 4.5.1.
|Ω| := ∫

Ω

dx dy

= 1
2

N∑
i=1

(xi+1 + xi)(yi+1 − yi).
(4.5.40)

4.6 Êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ àäâåêöi¨-äèôóçi¨

4.7 Çìiøàíà âàðiàöiéíà çàäà÷à

4.8 Äâî¨ñòà âàðiàöiéíà çàäà÷à

4.9 Âèñíîâêè i çàêëþ÷íi çàóâàæåííÿ
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Ðîçäië 5

Iíòåðïîëþâàííÿ íà òðèêóòíèêàõ

Îñîáëèâiñòþ ïîáóäîâè iíòåðïîëÿöiéíèõ ïîëiíîìiâ íà òðèêóòíèêàõ ¹ óíiêàëüíà ìîæëè-
âiñòü òàêîãî âèáîðó ñèñòåìè âóçëiâ iíòåðïîëþâàííÿ, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ âæèâàííÿ çðó÷íî¨
ïðîöåäóðè âiäøóêàííÿ ïîâíîãî ïîëiíîìà âiä äâîõ íåçàëåæíèõ çìiííèõ x òà y íàïåðåä
çàäàíîãî ïîðÿäêó m ≥ 0.

Ñïðàâäi, ïîëiíîì m-ãî ïîðÿäêó

pm(x, y) = a00 + a10x + a01y + a20x
2 + a11xy + a02y

2 + ... + a1m−1xym−1 + a0mym

ìà¹ N = (m + 1)(m + 2)/2 êîåôiöi¹íòiâ aij. ßêùî âëàñíå öèì ïîëiíîìîì ìè íàìàãà¹ìîñü
iíòåðïîëþâàòè ôóíêöiþ f(x, y) íà äåÿêîìó òðèêóòíèêó K ⊂ R2, òî ñèñòåìó iç N âóçëiâ
iíòåðïîëþâàííÿ ìîæíà âèáðàòè íàñòóïíèì ÷èíîì.

Ðîçäiëèìî êîæíó iç ñòîðií Si, i = 1, 2, 3, òðèêóòíèêà K íà m ðiâíèõ ÷àñòèí i ç'¹äíà-
¹ìî îäåðæàíi òî÷êè ïîäiëó âiäðiçêàìè, ïàðàëåëüíèìè ñòîðîíàì, òàê, ùîá óòâîðèëîñü N2

ïîäiáíèõ òðèêóòíèêiâ, äèâ. ðèñ.???. Âåðøèíè óñiõ öèõ òðèêóòíèêiâ i âèáåðåìî çà âóçëè
iíòåðïîëþâàííÿ.1

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pm(K) ïðîñòið âñåìîæëèâèõ ïîëiíîìiâ m-ãî ïîðÿäêó, âèçíà÷åíèõ íà
òðèêóòíèêó K.Î÷åâèäíî. ùî ðîçìiðíiñòü öüîãî ïðîñòîðó

dim Pm(K) = N = (m + 1)(m + 2)/2

i ñèñòåìà îäíî÷ëåíiâ
xkyn, k, n = 0, ..., m, k + n ≤ m,

óòâîðþ¹ îäèí iç éîãî áàçèñiâ. Íà æàëü, öåé áàçèñ íåçðó÷íèé äëÿ çàñòîñóâàíü â êîíòåêñòi
iíòåðïîëþâàííÿ. ßê ìè ïîáà÷èìî íèæ÷å, iäåàëüíèì iíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñó "iíòåðïî-
ëÿöiéíèõ áàçèñiâ" áóäå ñëóãóâàòè ñèñòåìà áàðèöåíòðè÷íèõ êîîðäèíàò íà òðèêóòíèêó.
Öÿ ñèñòåìà ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò íà òðèêóòíèêó óíiôiêó¹ îïèñè iíòåðïîëÿöiéíèõ áàçè-
ñiâ íåçàëåæíî âiä ãåîìåòðè÷íèõ ðîçìiðiâ òà ôîðìè i íàâiòü íàÿâíîñòi âèêðèâëåíèõ ñòîðií
òðèêóòíèêà.

5.1 Áàðèöåíòðè÷íi êîîðäèíàòè íà òðèêóòíèêó

1Íàäiëèìî òî÷êè ïîäiëó êîæíî¨ ñòîðîíè òðèêóòíèêà íîìåðàìè âiä 0 äî m. Òîäi ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ïðèðîäíà (i
çðó÷íà äëÿ çàñòîñóâàíü) íóìåðàöiÿ âóçëiâ iíòåðïîëþâàííÿ çà äîïîìîãîþ òðiéêè iíäåêñiâ (i, j, k), i, j, k =
0, ...m, i + j + k = m.

51
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Íåõàé òðèêóòíèê K óòâîðåíî âåðøèíàìè Ai(xi, yi), i = 1, 2, 3, ÿêi çàíóìåðîâàíî â ïîðÿä-
êó ¨õíüîãî îáõîäó ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Ñòîðîíó òðèêóòíèêà, ÿêà ëåæèòü íàâïðîòè
âåðøèíè Ai , áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì Si .

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó íà öüîìó òðèêóòíèêó íàáið ñòàëèõ




ai := xjym − xmyj,

bi := yj − ym,

ci := −(xj − xm), i, j,m = 1, 2, 3, i → j → m → i,

(5.1.1)

òà ëiíiéíèõ ôóíêöié

Li(x, y) :=
ai + bix + ciy

2|K| ∀(x, y) ∈ K, i = 1, 2, 3. (5.1.2)

Ñóêóïíiñòü ôóíêöié {Li(x, y)}3
i=1 áóäåìî íàçèâàòè ñèñòåìîþ áàðèöåíòðè÷íèõ êîîðäèíàò

íà òðèêóòíèêó K.
Âïðàâà 5.1.1. Ïåðåâiðòå ïðàâèëüíiñòü òîòîæíîñòåé





1 =
3∑

i=1

Li,

x =
3∑

i=1

xiLi,

y =
3∑

i=1

yiLi ∀A = (x, y) ∈ K.

(5.1.3)

Âïðàâà 5.1.2. Â ïëîùèíi çìiííèõ (α, β) ðîçãëÿíåìî òðèêóòíèê K0 ç âåðøèíàìè A0
1 :=

(1, 0), A0
2 := (0, 1) òà A0

3 := (0, 0).
Ïåðåêîíàéòåñü, ùî

(!) ñèñòåìà áàðèöåíòðè÷íèõ êîîðäèíàò öüîãî òðèêóòíèêà âèçíà÷à¹òüñÿ ïîëiíîìàìè




L1 := α,

L2 := β,

L3 := 1− α− β;

(5.1.4)

(!!) àôiííå ïåðåòâîðåííÿ




x(α, β) :=
3∑

i=1

x(Ai)Li(α, β),

y(α, β) :=
3∑

i=1

y(Ai)Li(α, β) ∀(α, β) ∈ K0

(5.1.5)

âèçíà÷à¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òðèêóòíèêà K0 íà äîâiëüíèé òðèêóòíèê K ç âåðøè-
íàìè Ai = (xi, yi), i = 1, 2, 3, ùî äîçâîëÿ¹ iíòåðïðåòóâàòè çìiííi (α, β)ÿê íîâi (ëîêàëüíi)
êîîðäèíàòè íà òðèêóòíèêó K;
(!!!) ÿêîáiàí ïåðåõîäó J âiä êîîðäèíàò (x, y) äî êîîðäèíàò (α, β) íà òðèêóòíèêó K îá÷è-
ñëþ¹òüñÿ çãiäíî ïðàâèëà

J = 2|K| =
∣∣∣∣

x1 − x3 x2 − x3

y1 − y3 y2 − y3

∣∣∣∣ , (5.1.6)

äå |K| - ïëîùà òðèêóòíèêà K.
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5.2 Iíòåðïîëÿöiéíi ïîëiíîìè ç ïðîñòîðó P1(K)

• Ëåìà ïðî iíòåðïîëÿöiéíèé áàçèñ.
Ëåììà 5.2.1. ïðî iíòåðïîëÿöiéíèé áàçèñ â P1(K)

Ñèñòåìà áàðèöåíòðè÷íèõ êîîðäèíàò {Li}3
i=1 óòâîðþ¹ iíòåðïîëÿöiéíèé áàçèñ Ëàãðàí-

æà ç âóçëàìè {Ai}3
i=1 â ïðîñòîði ïîëiíîìiâ P1(K) . Iíøèìè ñëîâàìè, ñèñòåìà ôóíêöié

{Li}3
i=1 ëiíiéíî íåçàëåæíà â ïðîñòîði (K) i ïðè öüîìó

Li(Aj) = δij, i, j = 1, 2, 3, (5.2.1)

äå δij - ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Äîâåäåííÿ.
Âïðàâà 5.2.1. Äîâåäiòü, ùî ñèñòåìà áàðèöåíòðè÷íèõ êîîðäèíàò {Li}3

i=1 ëiíiéíî íåçà-
ëåæíà â ïðîñòîði L2(K).
Îði¹íòèð: Îá÷èñëiòü ìàòðèöþ Ãðàìà G ç êîåôiöi¹íòàìè

Gij :=

∫

K

LiLj dxdy i, j = 1, 2, 3. (5.2.2)

• Iíòåðïîëÿöiéíèé ïîëiíîì Ëàãðàíæà.

5.3 Àïðiîðíi îöiíêè ïîõèáêè iíòåðïîëþâàííÿ
åëåìåíòàìè ç ïðîñòîðó P1(K)

5.3.1 Îöiíêè ïîõèáêè iíòåðïîëþâàííÿ
òà ¨¨ ãðàäi¹íòà â íîðìi ïðîñòîðó C(K)

Òåîðåìà 5.3.1. ïðî àïðiîðíi îöiíêè ïîõèáêè iíòåðïîëþâàííÿ
íà òðèêóòíèêó â ïðîñòîði C(K).

Íåõàé òðèêóòíèê K óòâîðþþòü âåðøèíè Ai = (xi, yi), i = 1, 2, 3, òà

fK(x, y) :=
3∑

i=1

f(Ai)Li(x, y) ∈ P1(K) (5.3.1)

¹ iíòåðïîëÿöiéíèì ïîëiíîìîì Ëàãðàíæà ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C2(K).
Òîäi ïîõèáêà iíòåðïîëþâàííÿ

e(x, y) := f(x, y)− fK(x, y) ∀(x, y) ∈ K (5.3.2)

äîïóñêà¹ íàñòóïíi àïðiîðíi îöiíêè

‖e‖∞,K ≤ h2
K max
|α|=2

‖Dαf‖∞,K (5.3.3)

òà
‖∇e‖∞,K ≤

√
2
h2

K

ρK

max
|α|=2

‖Dαf‖∞,K . (5.3.4)
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Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A = (x, y) äîâiëüíó òî÷êó òðèêóòíèêà K i ðîçãîðíåìî çíà-
÷åííÿ ôóíêöi¨ f çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà â îêîëi öi¹¨ òî÷êè; òîäi, íàïðèêëàä,

f(Ai) = f(A) + (xi − x)
∂

∂x
f(A) + (yi − y)

∂

∂y
f(A) + Ri(A) (5.3.5)

Òóò ôóíêöiÿ
Ri(A) = Ri(x, y)

:= 1
2
(xi − x)2 ∂2

∂x2
f(A∗

i ) + (xi − x)(yi − y)
∂2

∂x∂y
f(A∗

i )

+ 1
2
(yi − y)2 ∂2

∂y2
f(A∗

i ) ∀A = (x, y) ∈ K

(5.3.6)

âèçíà÷à¹ çàëèøêîâèé ÷ëåí ôîðìóëè Òåéëîðà i òî÷êà A∗
i = (x∗i , y

∗
i ) ëåæèòü íà âiäðiçêó,

êiíöÿìè ÿêîãî ñëóæàòü òî÷êè Ai = (xi, yi) òà A = (x, y).

Âïðàâà 5.3.1. Äîâåäiòü, ùî
3∑

i=1

[(xi − x)
∂

∂x
f(A) + (yi − y)

∂

∂y
f(A)]Li(A) = 0 ∀A = (x, y) ∈ K � (5.3.7)

Ïiäñòàâèìî òåïåð ðîçâèíåííÿ (5.3.5) â iíòåðïîëÿöiéíèé ïîëiíîì (5.3.1) i ñêîðèñòà¹ìîñü
òîòîæíiñòþ (5.3.7) òà

3∑
i=1

Li(A) = 1 ∀A = (x, y) ∈ K.

Â ðåçóëüòàòi íåñêëàäíî¨ àëãåáðè îäåðæèìî, ùî

fK(A) = f(A) +
3∑

i=1

Ri(A)Li(A) ∀A = (x, y) ∈ K (5.3.8)

àáî

e(A) = −
3∑

i=1

Ri(A)Li(A) ∀A = (x, y) ∈ K. (5.3.9)

Íàðåøòi, ç îãëÿäó íà (5.3.7) áåçïîñåðåäíiìè îá÷èñëåííÿìè ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî

∇e(A) = −
3∑

i=1

Ri(A)∇Li(A) ∀A = (x, y) ∈ K. (5.3.10)

Òåïåð íåâàæêî çíàéòè îöiíêè çàëèøêîâèì ÷ëåíàì ôîðìóëè Òåéëîðà. Äiéñíî,

|Ri(x, y)| = |1
2
(xi − x)2 ∂2

∂x2
f(A∗

i ) + (xi − x)(yi − y)
∂2

∂x∂y
f(A∗

i )

+ 1
2
(yi − y)2 ∂2

∂y2
f(A∗

i )|
≤ {1

2
|xi − x|2 + |xi − x||yi − y|

+ 1
2
|yi − y|2}max

|α|=2
|Dαf(A∗

i )|
≤ {|xi − x|2 + |yi − y|2}max

|α|=2
‖Dαf‖∞,K

≤ h2
K max
|α|=2

‖Dαf‖∞,K ∀A = (x, y) ∈ K.

(5.3.11)
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Äàëi, íàïðèêëàä, ç âèêîðèñòàííÿì (5.3.9) òà (5.3.11) îäåðæèìî, ùî

|e(x, y)| ≤
3∑

i=1

|Ri(x, y)|Li(x, y) ≤ h2
K max
|α|=2

‖Dαf‖∞,K (5.3.12)

i, ïîäiáíèì ÷èíîì, çà äîïîìîãîþ (5.3.10) òà íåðiâíîñòi Êîøi

|∇e(x, y)|2 =

{
3∑

i=1

Ri(x, y)
bi

2|K|
}2

+

{
3∑

i=1

Ri(x, y)
ci

2|K|
}2

≤
{

3∑
i=1

R2
i (x, y)

}{
3∑

i=1

b2
i + c2

i

(2|K|)2

}

≤
{

3∑
i=1

R2
i (x, y)

}{
1

2|K|
3∑

i=1

|Si|
}2

≤ 2

{
h2

K

ρK

max
|α|=2

‖Dαf‖∞,K

}2

∀(x, y) ∈ K.

(5.3.13)

Çâiäñè çíàõîäèìî áàæàíi îöiíêè (5.3.3) òà (5.3.4).

Âïðàâà 5.3.2. Ïîêàæiòü, ùî

ϕ(x, y) :=
3∑

i=1

{
(x− xi)

2 + (y − yi)
2
} ≤ 2h2

k ∀(x, y) ∈ K. (5.3.14)

Îði¹íòèð: Çíàéäiòü òî÷êè åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ ϕ(x, y) K �

Ïîáóäîâàíi â ùîéíî äîâåäåíié òåîðåìi îöiíêè ïîõèáîê iíòåðïîëþâàííÿ (5.3.3) òà (5.3.4)
äîçâîëÿþòü çðîáèòè âàæëèâi âèñíîâêè. Ñïî÷àòêó âiäçíà÷èìî, ùî âåëè÷èíè ïîõèáîê f−fK

òà ∇(f−fK) çàëåæàòü âiä äðóãèõ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ f . Íàéáiëüøà iç öèõ ïîõiäíèõ âèçíà÷à¹
"êðóòèçíó" ïîâåðõíi, ÿêà ïîäà¹òüñÿ ãðàôiêîì ôóíêöi¨ f(x, y). Òàêèì ÷èíîì, ïîõèáêà f−fK

¹ âiäõèëåííÿì öi¹¨ ïîâåðõíi âiä ïëîùèíè, ÿêà îïèñó¹òüñÿ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ fK(x, y), i
ñòàíîâèòü âåëè÷èíó ïîðÿäêó O(h2

K).
Íà äîäàòîê äî öüîãî îöiíêà (5.3.4) ãðàäi¹íòà ïîõèáêè ∇(f − fK) ïîêàçó¹, ùî éîãî âå-

ëè÷èíà îáåðíåíî ïðîïîðöiéíî çàëåæèòü âiä ðàäióñà ρK âïèñàíîãî â òðèêóòíèê K êîëà. Ç
îãëÿäó íà òå, ùî

ρK ' hK ,

ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî, çàãàëîì, ÷àñòêîâi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó âiä iíòåðïîëÿíòà
àïðîêñèìóþòü âiäïîâiäíi ïîõiäíi ôóíêöi¨ f íà ïîðÿäîê ãiðøå âiä çíà÷åíü öi¹¨ ôóíêöi¨. Ií-
øèìè ñëîâàìè, êîæíå äèôåðåíöiþâàííÿ iíòåðïîëÿöiéíîãî ïîëiíîìà íà ïîðÿäîê ïîíèæó¹
òî÷íiñòü àïðîêñèìàöi¨ âiäïîâiäíî¨ õàðàêòåðèñòèêè iíòåðïîëüîâàíî¨ ôóíêöi¨.

Áiëüøå öüîãî, â äóæå âèòÿãíóòèõ òðèêóòíèêàõ hK → 0, òîìó íà òàêèõ òðèêóòíèêàõ
ãðàäi¹íò ïîõèáêè iíòåðïîëþâàííÿ ìîæå äîñÿãàòè ÿê çàâãîäíî âåëèêèõ çíà÷åíü. Ùîá óíè-
êíóòè íàâåäåíîãî íåäîëiêó iíòåðïîëþâàííÿ, ìè äàëi áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ðîçãëÿäóâàíà
íàìè òðèàíãóëÿöiÿ Th çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíié óìîâi ðåãóëÿðíîñòi :





iñíó¹ äîäàòíà ñòàëà β = const > 0,
çíà÷åííÿ ÿêî¨ íå çàëåæèòü âiä òðèàíãóëÿöi¨ Th,
òàêà, ùî

ρK

hK

≥ β ∀K ∈ Th.

(5.3.15)
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Öÿ óìîâà îçíà÷à¹, ùî òðèêóòíèêè K ∈ Th íå ìîæóòü áóòè ÿê çàâãîäíî òîíêèìè àáî, ùî
åêâiâàëåíòíî, êóòè öèõ òðèêóòíèêiâ íå ìîæóòü áóòè ÿê çàâãîäíî ìàëèìè. Îòæå ñòàëà
β > 0 ¹ ìiðîþ íàéìåíøîãî äîïóñòèìîãî êóòà â äîâiëüíîìó òðèêóòíèêó K òðèàíãóëÿöi¨ Th.

5.3.2 Îöiíêè ïîõèáêè iíòåðïîëþâàííÿ
òà ¨¨ ãðàäi¹íòà â íîðìi ïðîñòîðó Hm(K), m = 0, 1

Òåîðåìà 5.3.2. ïðî àïðiîðíi îöiíêè ïîõèáêè iíòåðïîëþâàííÿ
íà òðèêóòíèêó â ïðîñòîðàõ Hm(K),m = 0, 1.

Íåõàé òðèêóòíèê K óòâîðþþòü âåðøèíè Ai = (xi, yi), i = 1, 2, 3, òà

fK(x, y) :=
3∑

i=1

f(Ai)Li(x, y) ∈ P1(K) (5.3.16)

¹ iíòåðïîëÿöiéíèì ïîëiíîìîì Ëàãðàíæà ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H2(K).

Òîäi ïîõèáêà iíòåðïîëþâàííÿ

e(x, y) := f(x, y)− fK(x, y) ∀(x, y) ∈ K (5.3.17)

äîïóñêà¹ íàñòóïíi àïðiîðíi îöiíêè

‖e‖0,K ≤ h2
K |f |2,K (5.3.18)

òà
|e|1,K ≡ ‖∇e‖0,K ≤ h2

K |f |2,K . (5.3.19)
Äîâåäåííÿ. Áåðó÷è çà îñíîâó ïîäàííÿ ïîõèáêè iíòåðïîëþâàííÿ âèðàçîì (5.3.9), çíàéäåìî,
ùî

‖e‖2
0,K :=

∫
K

e2(x, y) dxdy =
∫
K

{
3∑

i=1

Ri(x, y)Li(x, y)

}2

dxdy

≤ ∫
K

{
3∑

i=1

R2
i (x, y)

}{
3∑

i=1

L2
i (x, y)

}
dxdy

≤ ∫
K

{
3∑

i=1

R2
i (x, y)

}{
3∑

i=1

Li(x, y)

}2

dxdy

=
3∑

i=1

∫
K

R2
i (x, y) dxdy

òà ç âèêîðèñòàííÿì (5.3.11)

5.4 Iíòåðïîëÿöiéíi ïîëiíîìè ç ïðîñòîðó P2(K)
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5.4.1 Âóçëè iíòåðïîëþâàííÿ òà iíòåðïîëÿöiéíèé áàçèñ â P2(K)

Ëåììà 5.4.1. ïðî iíòåðïîëÿöiéíèé áàçèñ â P2(K)
Íåõàé âóçëàìè iíòåðïîëþâàííÿ íà òðèêóòíèêó K ñëóãóþòü éîãî âåðøèíè {Ai}3

i=1

òà ñåðåäèíè éîãî ñòîðií {Bi}3
i=1.2

Òîäi ñóêóïíiñòü ïîëiíîìiâ

vi := (2Li − 1)Li,
si := 4LiLj, i = 1, 2, 3, i → j → m → i.

(5.4.1)

ôîðìó¹ iíòåðïîëÿöiéíèé áàçèñ ïðîñòîðó P2(K) ç âëàñòèâîñòÿìè

vi(Aj) = δij, vi(Bj) = 0,
si(Aj) = 0, si(Bj) = δij, i, j = 1, 2, 3.

(5.4.2)

Äîâåäåííÿ.

5.4.2 Êâàäðàòè÷íèé iíòåðïîëÿöiéíèé ïîëiíîì Ëàãðàíæà íà òðè-
êóòíèêó

fK :=
3∑

i=1

{f(Ai)vi + f(Bi)si} ∈ P2(K) (5.4.3)

• Îöiíêè ïîõèáêè iíòåðïîëþâàííÿ.

5.4.3 Êðèâîëiíiéíi ñêií÷åííi åëåìåíòè




x|K :=
3∑

i=1

{x(Ai)vi + x(Bi)si},

y|K :=
3∑

i=1

{y(Ai)vi + y(Bi)si}
(5.4.4)

Íåÿâíî çàäàíà àïðîêñèìàöiÿ íà òðèêóòíèêó ç êðèâîëiíiéíèìè ñòîðîíàìè.

5.5 Iíòåðïîëÿöiéíi ïîëiíîìè ç ïðîñòîðó P3(K)

5.5.1 Iíòåðïîëÿöiéíèé ïîëiíîì Ëàãðàíæà
Ëåììà 5.5.1. ïðî iíòåðïîëÿöiéíèé áàçèñ Ëàãðàíæà â P3(K)

Íåõàé âóçëàìè iíòåðïîëþâàííÿ íà òðèêóòíèêó K ñëóãóþòü éîãî âåðøèíè {Ai}3
i=1, à

òàêîæ òî÷êè ðiâíîìiðíîãî ïîäiëó éîãî ñòîðií {Bi}3
i=1, {Ci}3

i=1 òà öåíòð âàãè D0.
2Ùîá íå ââîäèòè âóçëiâ iíòåðïîëþâàííÿ {Bi} íà ìåæi òðèêóòíèêà K, ÿê àëüòåðíàòèâíèé âèáið ìîæíà

ðîçãëÿíóòè âíóòðiøíié âóçîë, ñêàæiìî, öåíòð âàãè òðèêóòíèêà D0 ç ïîòðiéíèì ïðèçíà÷åííÿì: âií ïîâèíåí
ñëóãóâàòè âóçëîì iíòåðïîëþâàííÿ ÿê çíà÷åííÿ ôóíêöi¨, òàê i ¨¨ ãðàäi¹íòà. Òàêèì ÷èíîì ìè ïðèéäåìî äî
iíòåðïîëÿöiéíèõ ïîëiíîìiâ Åðìiòà.
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Òîäi ñóêóïíiñòü ïîëiíîìiâ

vi := 1
2
Li(3Li − 1)(3Li − 2),

wi := 9
2
Li(3Li − 1)Lj,

zi := 9
2
Li(3Lj − 1)Lj, i = 1, 2, 3, i → j → m → i,

bK := 27L1L2L3

(5.5.1)

ôîðìó¹ iíòåðïîëÿöiéíèé áàçèñ ïðîñòîðó P3(K) ç âëàñòèâîñòÿìè

vi(Aj) = δij, vi(Bj) = 0, vi(Cj) = 0, vi(D0) = 0,

wi(Aj) = 0, wi(Bj) = δij, wi(Cj) = 0, wi(D0) = 0,

zi(Aj) = 0, zi(Bj) = 0, zi(Cj) = δij, zi(D0) = 0,

bK(Aj) = 0, bK(Bj) = 0, bK(Cj) = 0, bK(D0) = 1, i, j = 1, 2, 3.

(5.5.2)

Âíóòðiøíié âóçîë iíòåðïîëþâàííÿ òà
âiäïîâiäíà éîìó áàçèñíà áàáë-ôóíêöiÿ.

Îöiíêè ïîõèáêè iíòåðïîëþâàííÿ.

5.5.2 Iíòåðïîëÿöiéíèé ïîëiíîì Åðìiòà-Çëàìàëà
îñîáëèâîñòi éîãî ñèñòåìè âóçëiâ iíòåðïîëþâàííÿ,
ôóíêöi¨ iíòåðïîëÿöiéíîãî áàçèñó.

Ëåììà 5.5.2. ïðî iíòåðïîëÿöiéíèé áàçèñ Åðìiòà-Çëàìàëà â P3(K)
Ïîëiíîìè

bK := 27L1L2L3,
vi := (3− 2Li)L

2
i − 7bK ,

pi := (cmLj − cjLm)L2
i − (cj − cm)bK ,

qi := −(bmLj − bjLm)L2
i − (bj − bm)bK , i = 1, 2, 3,

i → j → m → i.

(5.5.3)

óòâîðþþòü áàçèñ ïðîñòîðó ïîëiíîìiâ P3(K) òàêèé, ùî

bK(D0) = 1, bK(Aj) = 0, ∇bK(Aj) = 0,
vi(D0) = 0, vi(Aj) = δij, ∇vi(Aj) = 0,

pi(D0) = 0, pi(Aj) = 0,
∂

∂x
pi(Aj) = δij,

∂

∂y
pi(Aj) = 0,

qi(D0) = 0, qi(Aj) = 0,
∂

∂x
qi(Aj) = 0,

∂

∂y
qi(Aj) = δij,

i, j = 1, 2, 3.

(5.5.4)

• �äèíiñòü âèçíà÷åííÿ ïîëiíîìà Åðìiòà-Çëàìàëà.

Òåîðåìà 5.5.1. ïðî ¹äèíiñòü ïîëiíîìà Åðìiòà-Çëàìàëà
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Äîâiëüíèé ïîëiíîì f ∈ P3(K) ¹äèíèì ÷èíîì âèçíà÷à¹òüñÿ ñóêóïíiñòþ ñâî¨õ çíà÷åíü

f(D0),

f(Ai),
∂

∂x
f(Ai),

∂

∂y
f(Ai), i = 1, 2, 3,

(5.5.5)

ÿêi äîçâîëÿþòü ïîäàòè éîãî â çàïèñi

f(x, y) :=
3∑

i=1

{f(Ai)vi(x, y) +
∂

∂x
f(Ai)pi(x, y) +

∂

∂y
f(Ai)qi(x, y)}

+ f(D0)bK(x, y) ∀(x, y) ∈ K
(5.5.6)

Äîâåäåííÿ.

5.6 Àïðiîðíi îöiíêè ïîõèáêè iíòåðïîëþâàííÿ
íà òðèêóòíèêó

Òåîðåìà 5.6.1. ïðî îöiíêè ïîõèáîê iíòåðïîëþâàííÿ Ëàãðàíæà íà òðèêóòíèêó
Íåõàé òðèêóòíèê K ¹ äîâiëüíèì åëåìåíòîì ðåãóëÿðíî¨ òðèàíãóëÿöi¨ Th = {K}. Ïðè-

ïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ u ∈ Hn+1(K) i íåõàé uK áóäå iíòåðïîëÿöiéíèì ïîëiíîìîì Ëàãðàí-
æà ïîðÿäêó n iç ñèñòåìîþ âóçëiâ Ai ∈ K̄, i = 1, ... , n, òîáòî

uK(Ai) := u(Ai), i = 1, ... , n.

Òîäi çíàéäåòüñÿ äîäàòíÿ ñòàëà C, çíà÷åííÿ ÿêî¨ íå çàëåæèòü âiä âiä u, hK i K, òàêà,
ùî

‖u− uK‖m,K ≤ Chn+1−m‖u‖n+1,K , m = 1, ... , n.
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Ðîçäië 6

Êðàéîâi òà âàðiàöiéíi çàäà÷i
äëÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü

6.1 Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü

Ëiíiéíèé åëiïòè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð
äðóãîãî ïîðÿäêó, åëiïòè÷íå ðiâíÿííÿ.
Êðàéîâi óìîâè Äiðiõëå, Íåéìàíà òà Ðîáåíà.
Åëiïòè÷íà êðàéîâà çàäà÷à.

Íåõàé îáëàñòü Ω ¹ çâ'ÿçíîþ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ òî÷îê x = {xi}d
i=1 åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó Rd (â çàñòîñóâàííÿõ d = 1, 2 àáî 3) ç íåïåðåðâíîþ çà Ëiïøèöåì ìåæåþ Γ, i
âåêòîð n = {ni(x)}d

i=1 âèçíà÷à¹ îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ìåæi îáëàñòi
Ω, ni := cos(n, xi) .

Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó íàñòóïíîãî âè-
ãëÿäó:





çàäàíî ìàòðèöþ µ = {µij(x)}d
i,j=1, âåêòîð β = {βi(x)}d

i=1

òà ñêàëÿðíi ôóíêöi¨ σ = σ(x), f = f(x), κ = κ(x), g = g(x);

çíàéòè ôóíêöiþ u = u(x) òàêó, ùî

Lu := − ∂

∂xi

{µij
∂

∂xj

u}

+ βj
∂

∂xj

u + σu = f â Ω,

u = 0 íà ΓD ⊂ Γ, mes(ΓD) ≥ 0,

− niµij
∂

∂xj

u− κu = g íà ΓN := Γ\ΓD.

(6.1.1)

Äàëi ìè áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ìàòðèöÿ µ = {µij(x)}d
i,j=1 êîåôiöi¹íòiâ ïðè ñòàðøèõ

ïîõiäíèõ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ âîëîäi¹ íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè ñèìåòði¨ òà åëi-

61
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ïòè÷íîñòi 



µij = µji,

µijξiξj ≥ µ0ξiξi µ0 = const > 0 ∀ξ = {ξ}d
i=1 ∈ Rd

ìàéæå ñêðiçü â Ω.

(6.1.2)

Òóò i äàëi çà iíäåêñàìè, ÿêi ïîâòîðþþòüñÿ, ïåðåäáà÷à¹òüñÿ ïiäñóìîâóâàííÿ âiä 1 äî d.
Âæèâàþ÷è êëàñè÷íi ïîçíà÷åííÿ âåêòîðíîãî àíàëiçó, êðàéîâié çàäà÷i (15.0.1) ìîæíà íàäàòè
áiëüø êîðîòêîãî çàïèñó





çíàéòè ôóíêöiþ u = u(x) òàêó, ùî
Lu := −∇. {µ∇u}+ β.∇u + σu = f â Ω,

u = 0 íà ΓD ⊂ Γ, mes(ΓD) ≥ 0,

− n. µ∇u− κu = g íà ΓN := Γ\ΓD.

(6.1.3)

6.2 Àáñòðàêòíi âàðiàöiéíi çàäà÷i
6.2.1 Çàäà÷à ïðî âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ
Ïðîñòið äîïóñòèìèõ ôóíêöié, âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ
áiëiíiéíà ôîðìà òà ¨¨ âëàñòèâîñòi:
íåïåðåðâíiñòü (îáìåæåíiñòü) òà V-åëiïòè÷íiñòü.
Àáñòðàêòíà âàðiàöiéíà çàäà÷à.
Òåîðåìà Ëàêñà-Ìiëüãðàìà-Âèøèêà ïðî äîñòàòíi óìîâè
êîðåêòíîñòi àáñòðàêòíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i.
Åíåðãåòè÷íà íîðìà, ¨¨ åêâiâàëåíòíiñòü íîðìi
ïðîñòîðó äîïóñòèìèõ ôóíêöié.

Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü äîïóñêàþòü íàñòóïíå âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ




çàäàíî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið V,
áiëiíiéíó ôîðìó a(· , · ) : V × V → R òà
ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë l : V → R;

çíàéòè u ∈ V òàêèé, ùî
a(u, v) =< l, v > ∀v ∈ V.

(6.2.4)

Íàñòóïíà òåîðåìà ïîäà¹ äîñòàòíi óìîâè êîðåêòíîñòi âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (6.2.4).

Òåîðåìà 6.2.1. Ëàêñà-Ìiëüãðàìà-Âèøèêà ïðî âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ãiïîòåçè:
(I) áiëiíiéíà ôîðìà a(· , · ) : V × V → R íåïåðåðâíà, iíøèìè ñëîâàìè, çíàéäåòüñÿ ñòàëà
M > 0 òàêà, ùî

|a(v, w)| ≤ M‖v‖V ‖w‖V ∀v, w ∈ V ; (6.2.5)
(II) áiëiíiéíà ôîðìà a(· , · ) : V ×V → R ¹ V -åëiïòè÷íîþ, òîáòî, çíàéäåòüñÿ ñòàëà α > 0
òàêà, ùî

|a(v, v)| ≥ α‖v‖2
V ∀v ∈ V ; (6.2.6)
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(III) ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íåïåðåðâíèé íà Q, iíøèìè ñëîâàìè, l ∈ V ′.
Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ V ðiâíÿííÿ iç (6.2.4) i ïðè öüîìó

‖u‖V ≤ 1

α
‖l‖∗. (6.2.7)

Äîâåäåííÿ. Ç äîâåäåííÿì öüîãî âàæëèâîãî ðåçóëüòàòó ìîæíà îçíàéîìèòèñü ó âñiõ êóðñàõ,
ÿêi ïðèñâÿ÷åíi àíàëiçó âàðiàöiéíèõ çàäà÷, äèâ.,íàïðèêëàä, Øèíêàðåíêî[???].

Òóò ìè îáìåæèìîñü ëèøå âñòàíîâëåííÿì íåïåðåðâíî¨ çàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêó u âàðiàöié-
íî¨ çàäà÷i âiä ¨¨ äàíèõ. Äiéñíî, ïiäñòàâëÿþ÷è v = u â ðiâíÿííÿ çàäà÷i (6.2.4), ñêîðèñòà¹ìîñü
V−åëiïòè÷íiñòþ ¨¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè òà íåïåðåðâíiñòþ ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó. Â ðåçóëüòàòi
çíàéäåìî íåðiâíîñòi

α‖u‖2
V ≤ a(u, u) =< l, u >≤ ‖l‖∗‖u‖V .

Ñêîðîòèâøè òåïåð ñïiëüíèé ìíîæíèê, ïðèõîäèìî äî îöiíêè (6.2.7).

6.2.2 Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨¨ êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó
Ñèìåòðè÷íà áiëiíiéíà ôîðìà.
Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨,
¨¨ åêâiâàëåíòíiñòü àáñòðàêòíié âàðiàöiéíié çàäà÷i. Êîðåêòíiñòü çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨.

Çàðàç ìè ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâèé âèïàäîê âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (6.2.4), êîëè ¨¨ áiëiíiéíà
ôîðìà a(· , · ) : V × V → R ¹ ñèìåòðè÷íîþ, iíøèìè ñëîâàìè

a(w, v) = a(v, w) ∀v, w ∈ V. (6.2.8)

Ñïî÷àòêó íàãàäà¹ìî âàæëèâèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 6.2.2. ïðî åíåðãåòè÷íó íîðìó ,
ïîðîäæåíó áiëiíiéíîþ ôîðìîþ Íåõàé áiëiíiéíà ôîðìà a(· , · ) : V ×

V → R âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè ñèìåòði¨, íåïåðåðâíîñòi òà V -åëiïòè÷íîñòi.
Òîäi áóäóòü âiðíèìè íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

(I) Áiëiíiéíà ôîðìà a(· , · ) : V ×V → R âèçíà÷à¹ íà ïðîñòîði V ñêàëÿðíèé äîáóòîê, ÿêèé
ïîðîäæó¹ åíåðãåòè÷íó íîðìó

|v|V = a
1
2 (v, v) ∀v ∈ V. (6.2.9)

(II) Åíåðãåòè÷íà íîðìà |· |V åêâiâàëåíòíà ñòàíäàðòíié íîðìi ‖· ‖V ïðîñòîðó V , ïðè÷îìó

α‖v‖2
V ≤ |v|2V ≤ ‖a‖‖v‖2

V ∀v ∈ V. (6.2.10)

Âïðàâà 6.2.1. Äîâåäiòü òåîðåìó ïðî åíåðãåòè÷íó íîðìó.

Âïðàâà 6.2.2. Ñêîðèñòàéòåñü òåîðåìîþ Ðiññà ïðî ñòðóêòóðó ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî
ôóíêöiîíàëó â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ( äèâ., íàïðèêëàä, Îñòóäií, Øèíêàðåíêî [???]) i
äîâåäiòü òåîðåìó Ëàêñà-Ìiëüãðàìà-Âèøèêà çà äîäàòêîâîãî ïðèïóùåííÿ (6.2.8).

Òåïåð ìè ïîêàæåìî, ùî ñèìåòðiÿ áiëiíiéíî¨ ôîðìè âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (6.2.4) äîçâîëÿ¹
ðîçãëÿäàòè ¨¨ ç äåùî iíøèõ ïîçèöié, ïîâ'ÿçàíèõ â ìåõàíiöi i ôiçèöi iç çàêîíàìè çáåðåæåííÿ
åíåðãi¨, iìïóëüñó òîùî.
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Òåîðåìà 6.2.3. Ìiõëiíà ïðî ìiíiìóì êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó

Íåõàé íà äîäàòîê äî óìîâ òåîðåìè Ëàêñà-Ìiëüãðàìà-Âèøèêà áiëiíiéíà ôîðìà a(· , · ) :
V × V → R âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ñèìåòði¨(6.2.8).

Òîäi âàðiàöiéíà çàäà÷à (6.2.4) åêâiâàëåíòíà íàñòóïíié çàäà÷i ìiìiìiçàöi¨ êâàäðàòè-
÷íîãî ôóíêöiîíàëó 




çàäàíî êâàäðàòè÷íèé ôóíêöiîíàë
F (v) := a(v, v)− 2 < l, v > ∀v ∈ V,

çíàéòè u ∈ V òàêèé, ùî
F (u) ≤ F (v) ∀v ∈ V

(6.2.11)

i ïðè öüîìó
min
v∈V

F (v) = inf
v∈V

F (v) = −a(u, u) = −|v|2V . (6.2.12)

Âïðàâà 6.2.3. Ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ
F (u) ≤ F (u + εv) ∀ε ∈ R ∀v ∈ V,

(I) äîâåäiòü òåîðåìó Ìiõëiíà;
(II) ïîêàæiòü, ùî

F (v) = |v − u|2V − |u|2V ∀v ∈ V.

Äîâåäåííÿ.

6.2.3 Çàäà÷à ïðî ñiäëîâó òî÷êó
Òóò ìè ðîçãëÿíåìî ùå îäèí ñïåöiàëüíèé êëàñ âàðiàöiéíèõ çàäà÷ (âiäîìèé ïiä íàçâîþ çìi-
øàíèõ âàðiàöiéíèõ çàäà÷):




çàäàíî ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè V òà Q;

çíàéòè ïàðó {u, p} ∈ V ×Q òàêó, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü
a(u, v) + b(p, v) =< l, v > ∀v ∈ V,
c(p, q)− b(q, u) =< λ, q > ∀q ∈ Q.

(6.2.13)

Òåîðåìà 6.2.4. ïðî ñiäëîâó òî÷êó êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ãiïîòåçè:
(I) áiëiíiéíà ôîðìà a(· , · ) : V × V → R ñèìåòðè÷íà, íåïåðåðâíà i V-åëiïòè÷íà;
(II) áiëiíiéíà ôîðìà (· , · ) : Q×Q → R ñèìåòðè÷íà, íåïåðåðâíà i Q -åëiïòè÷íà;
(III) áiëiíiéíà ôîðìà b(· , · ) : Q× V → R íåïåðåðâíà;
(IV) ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè l ∈ V ′, λ ∈ Q′.

Òîäi âàðiàöiéíà çàäà÷à (6.2.13) åêâiâàëåíòíà íàñòóïíié çàäà÷i ïðî ñiäëîâó òî÷êó êâà-
äðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó




çàäàíî êâàäðàòè÷íèé ôóíêöiîíàë
L(v, q) := a(v, v)− c(q, q)

− 2{< l, v > + < λ, q > −b(q, v)} ∀v ∈ V ∀q ∈ Q,

çíàéòè ïàðó {u, p} ∈ V ×Q òàêó, ùî
L(u, q) ≤ L(u, p) ≤ L(v, p) ∀{v, q} ∈ V ×Q.

(6.2.14)



6.2. Àáñòðàêòíi âàðiàöiéíi çàäà÷i 65

Ïîõîäæåííÿ íàçâè çàäà÷i (6.2.14) ïîÿñíþ¹ ðiâíiñòü

L(u, p) = inf
v∈V

sup
q∈Q

L(v, q).

Âïðàâà 6.2.4. Äîâåäiòü òåîðåìó ïðî ñiäëîâó òî÷êó.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ñiäëîâó òî÷êó (6.2.14) (ÿêùî âií
iñíó¹!) îäíî÷àñíî ðîçâ'ÿçó¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü çàäà÷i (6.2.13).

Äiéñíî, ÿêùî ïàðà {u, p} - öå ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.2.14), òî ëiâà íåðiâíiñòü

L(u, q) ≤ L(u, p) ∀q ∈ Q

ïiñëÿ î÷åâèäíèõ ñïðîùåíü íà îñíîâi ïîäàííÿ (6.2.13) ïðèâîäèòü äî íåðiâíîñòi

b(p− q, u) ≤ 0 ∀q ∈ Q

àáî, ùî åêâiâàëåíòíî,
b(q, u) ≤ 0 ∀q ∈ Q.

Çàìiíèâøè â îñòàííié íåðiâíîñòi q íà −q, çíàõîäèìî

b(q, u) ≥ 0 ∀q ∈ Q,

ùî ðàçîì iç ïîïåðåäíüîþ îöiíêîþ ïðèâîäèòü íàñ äî äðóãîãî ç ðiâíÿíü çàäà÷i (6.2.13).
Äàëi, ïðàâà iç íåðiâíîñòåé çàäà÷i (6.2.14) ïiñëÿ çàìiíè

v := u + εw ∀ε ∈ R ∀w ∈ V

òà íåñêëàäíèõ îá÷èñëåíü ïðèâîäèòü äî íåðiâíîñòi

0 ≤ 2ε{a(u, w)− b(p, w)− < l, w >}+ ε2a(w,w) ∀ε ∀w ∈ V, (6.2.15)

çâiäêè âèïëèâà¹ (äèâ. àðãóìåíòàöiþ â äîâåäåííi òåîðåìè Ìiõëiíà), ùî ðîçãëÿäóâàíà ïàðà
{u, p} çàäîâîëüíÿ¹ i ïåðøå iç ðiâíÿíü çàäà÷i (6.2.13).
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